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P R É PAC Ë 

PË L'ÉDltËWR, 

bù Von inmvera et ift'àtt doit peHJif ii 
fAnalyfe des Infiniment Petits , d 
des divers Commentaires ipii en ont Ht 
faitSi 

IL eft des liomnies dont lé hôtii 
fèul fait réloge. Mi le Maiqui9 
de l'Hôpital cft de ce nombre i auffi « 
en offrant au Public la troifieme éditidtl 
du Traité des 'Infiniment Petits ^ ne h6U§ 
Jetterons-nous point dans le panégyri» 
que de l'Auteun Pour donner feuld» 
ment en deux mots l'idée la pluS étéil» 
due de ce rate Se profond Génie ) noUS 
ferons remarquer qu'il a vécu dans Uil 
fîécle où les Mathématiciens fe profits» 
foient , par manière de défi j leS jjfd* 
blêmes les plus embiouiilés j ic 4û'ii 
' ii 
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ij PREFACE. 

ne fe trouvoit dans le monde que 
M. M. Nfwton , Uiè„i,z , les deux 
BnamHy ,■ H«yihc„s , & M. le Mar- 
quis de ÏHÔpital qui faffcnt en état 
den donner la folution. Nous ajoute- 
rons que, lorfque M. Huyghem vou- 
lut s'adonner au calcul difFéremiel , il 
s'adrefla à M. le Marquis de ÏHÔpital , 
fous la conduite de qui il fît les pro- 
grès les plus furprenants dans la Géo- 
métrie fiiblime. La route que cet ha- 
bile Maître lui fraya , nous la trou- 
vons dans ï'Aoalyfe des Infinimem Pstits ■ 
âuflî cet Ouvrage , que le mondé fça- 
vânt regardera toujours comme un 
chef-d'œuvre , eft-il k feul livre que 
l'on puiflê mettre avec fuccès en- 
tre les mains de ceux qui ont appris 
tout ce que l'on Comprend dans ce fié- 
cle éclairé fobs le nom i'élémeis de 
Géométrie U d'Algébrt. Je ne diffi- 
hiulerai pas ée^eftdaiit qu'on a repro. 
ché à M. le Marquis de XUèpitiX de 
n'avoir écrit que pour les Sçavans , 
tellement rompus dans le calcul , qu'ils 
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entendent tout à demi mot. Ce fut 
pour mettre fon Ouvrage à la portée 
des Commençans ordinaires , que M. 
Crouzas nous en donna , en I7î' , le 
Commentaire en un volume in. 4'. , 
précédé dé deux amples difcours , dont 
l'un eft fur la nature des Infiniment 
Petits , &c l'autre fur le Calcul des Puif- 
fances. A peine fon Commentaire vit- 
il le jour , qu'il s'empreflà d'en en- 
voyer un exemplaire à M. Jean Ber~ 
nottlly. Ce Sçavant l'examina ; &C 
après y avoir découvert des bévues 
qu'on pardonneroit à peine à un éco- 
lier , il lui dit en propres termes (a) 
qu'il auroit mieux fait de lui envoyer 
fon Commentaire en manufcrit, avant 
que de le faire imprimer ; qu'il y au- 
roit feit des remarques qui n'auroienc 
pas été inutiles : il ajouta qu'il auroit 
dû changer plufieurs de lès manières 
de commenter , Se leur donner un 
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autre tour , de peur que les ignorans 
ne prennent fes explications dans un 
mauvais fens , &C ne cherchent par là 
l'occafion de décrier l'Aaalyfe des lafi- 
ttimcttt Petits, 

Ce n'eft pas là la ftule critique 
qu'ait eu à effuyer le Commentaire de 
M. Crmzas. M. Saurin , Membre de 
l'Académie Royale des Sciences , dé- 
montre dans les Mémoires de cette cé- 
lèbre Compagnie («) que le Com- 
mentateur eft un guide dangereux dans 
la grande &C difficile queftion de Ma- 
ximis es Miaimis , gi il l'exhorte à re- 
toucher fon Ouvrage dans une féconde 
édition. Le cas qu'a fait le Public de 
la première , a difpenfé l'Auteur de 
nous en donner une féconde. 

A peine le Commentaire de M. 
Crmzas' coramençoit - il à paroître , 
que la mort nous enleva le célèbre 
Varigma. Ce grand Géomètre , l'ami 
intime de M. le -Marquis de ÏHôpital , 

(«} Annèt 1725 , fag. 334 é' fuiy. 
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avoit lu V^nilyf' '^" infiniment Petits 
avec l'attention la plus réfléchie. On 
lui trouva parmi Ces papiers un ma- 
nufcric contenant non feulement des ex- 
plications des endroits les plus obfcurs 
éc les plus difficiles de ce Traité , m^is 
encore des Additions confidérables , des 
Propofitions nouvelles , des Problêmes 
aioutés à ceux de M. le IVlarquis de 
YHépital , des Régies , des Conftruc- 
tions , des Méthodes différentes , &c. 
Ce précieux manufcrit fut donné au 
Public en l'année 1725 en un volume 
»B-4°, , fous le titre d'Eclaitciffements fur 
l'Analyfe des Infiniment Petits. Cet Ou- 
vrage, tout excellent qu'il eft , ne peut 
guère être mis entre les mains d'un 
Commençant ; M. yarignan n'y éclair- 
cit pour l'ordinaire que les points qui 
ont été capables de l'arrêter lui-même. 
D'ailleurs cet Ouvrage pofthume a été 
imprimé avec fi peu d'exaâitude , qu'il 
fêroit prefque plus difficile de corriger les 
fautes dont il fourmille , que de lire fans 
Commentaire l'Aaalyfi des Infiniment Petits. 
aiij 
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L'Ouvrage de M. le Marquis de 
XHifitM doit fe trouver comme néccC. 
fairement dans la bibliothèque de tous 
les Mathématiciens. Les Sçavants en 
ont befoin pour le confuitcr , & pour 
fe rappeller en peu de mots des pro- 
portions très compliquées > qu'il n'eft 
que trop facile d'oublier. Les Com- 
mençans doivent en faire leur étude 
journalière , lorfqu'ils veulent palier de 
ja Géométrie ordinaire à la Géométrie 
fublime : on ne peut (e regarder com- 
me Mathématicien , que lorlqu'on a lu 
avec goût XAnalyfe des Infiniment Petits. 

11 nous paroit que l'édition que nous 
en donnons , ne peut manquer d'ê- 
tre favorablement accueillie. Les Sça- 
vants , qui n'ont belbin que du texte 
de l'Auteur , le trouveront au com- 
mencement du Volume, impritiic avec 
l'cxaâitude la plus fcrupuleufe. Les 
Notes que nous y avons ajoutées , Sj 
qui ne font qu'indiquées dans le corps 
de l'Ouvrage , aideront les Commen- 
çans à fe {Kmer de guide dans la route 
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épineufcdu calcul diiFérentiel. Ces No- 
tes font au nombre de cinquante-cinq. 
Les quatre premières font pour la pre- 
mière kâioa du Traité des lafiaimem 
Petits, Les ii fuivantcs fervent de 
commentaire à la feconde (êâion. L'im- 
portante queftion de Maximis & Mini, 
mis que M. le Marquis de l'Hôpital a 
traitée dans fa troifieme (eâion , eft 
éclaircie par 12 Notes confidérables. 
Un pareil nombre de Notes eft deftiné 
à commenter la matière de la qua- 
trième feÊHon , c'eft-à-dire , les diffé- 
reaces des différences , &c les (êpt exem- 
ples qui y ont rapport. Enfin ce qu'il 
y a de difficile dans les ûx dernières 
(êâions fe trouve expliqué dans les fix 
dernières Notes. Mais ce ne font là 
que des généralités , & il ell nc- 
ceiTaire d'entrer ici dans un détail 
beaucoup plus circonftancié. 

La première feûion de l'Jnalyfe des 

Infinimeat Petits préfente , il eft vrai , 

les régies du calcul diffèrentiel ; mais 

elle les pcéfence d'uœ manière fi con- 

aiv 



iti.rJ M, Google 



Vlij PREFACE. 

pife , qu'il eft prefquc impofllble qu'un 
}iomrne qui les lie pour la première fois > 
apprenne , f^ns le (ëcours d'un habile 
Maure , à différencier des produits 
pompiiqués , des quantités fraâionnai- 
|:es , des nombres affeâés d'un ou plu< 
(leurs lignes radicaux , &c. Nous efpé- 
fons qu'on nous (çaura quelque gré 
^'^vçir donné à ces régies , dans nos 
quatre premières Notes , un» étendue 
fuflSlânte , &C de les avoir mifes à la 
pprcée de ceux qui ne fçavent que les 
fçgles du calcul ordin<tire. 

M. le Marquis de l'Hôpital fuppofe 
^iin? fa féconde feâion que le Leâeur (e 
l^ppelle parfaitement , non-feulemenc les 
équations de toutes les efpèces de fixions 
f^ijj^aq , de quelque genre qu'elles fbient ; 
jp^is cçUçs encore de la (ylo'dç , de la 
ifpiralf , de la conchoide , de la ciioide , 
de la quadratrice , de la logarithmique or^ 
4}Maite Si ffirale &c. Nous avons cru 
jendre Hfi véritable lêrvice au commun 
4ç? Licâçurs , en leur donnant une 
jcjçç neççç dçs courbes que nous venons 

de mmm , §4 en kw tappelMnç k? 
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démonftiations fur lefquelles font fon- 
dées les équations qui les didinguent 
les unes des autres. C'eft-là ce qu'il y 
a de plus intéreflânt dans les 1 1 Notçs 
qui forment le commentaire de la (è< 
condç feâiont 

Des 1 2 Notes que nous avons faites 
pour éolaircir la qiieftion de Maximis d 
filmimis , celles qui font analogues aux 
articles 49 , 58 , 59 & éi , je veux 
dire, les Notes 28% 35=, 36' & 37', 
nous paroiflènt les plus importantes. En 
lilant la Note i8° , on fe convaincra 
de plus en plus qu'il eft bien rare qu'il 
faille le jetter dans l'infini , pour trou- 
ver le Maximum ou le Minimum d'une 
courbe dont l'équation eft donnée. M. 
le Marquis de l'Hépital ne s'y eft jette 
qu'une fois dans tout le cours de là 
troifîeme feSion , c'eft à l'article 49 > 
& la Note qui fert de commentaire à 
cet article , prouve qu'il pouvoir arri- 
ver à fon même réfultat , en allant 
par le chemin ordinaire. 

La Note 35' , nous paroit prouver 
quç M, le Marquis de l'Hôfiml n'a 
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pas toujours pris le chemin le plus 
court, pour parvenir à la (blucion des 
problêmes qu'il propofe. Qiioiqu'il ne 
{bit pas nécenàire d'avoir recours à l'in- 
(erftàion du cercle &c de l'hyperbole , 
pour réfoudre le problême qui fait la 
matière de l'article 58, cependant nous 
avons cru devoir chercher le grand axe 
de la courbe dont l'équation ell: donnée 
dans cet article. Quelque critique , dans 
un moment de mauvaise humeur , auroit 
pu fe croire en droit de nous reprocher 
que nous ne rejettions la méthode propo- 
fée , que pour nous épargner la peine 
de conftruirç une hyperbole fur une 
équation trouvée. 

L'article 59 contient une équation 
du quatrième degré. Nous avons cal- 
culé cette longue équation , Sc nous 
l'avons transformée en quelqu'une de 
celles qui fe trouvent dans tous les li- 
vres élémentaires d'Algèbre qui traitent 
des degrés fupérieurs. Ces transfoniu- 
tions ont fait la matière de la 36° Note. 

Enfin la 37' Note a rapport à l'ar- 
ticle 61 , dans lequel on propofe de 
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trouver le jour du plus petit crépuf- 
cule > l'élévation du pôle étant don;- 
née. Comme nous Içavions que les 
M. M. Bettioully avoienc refté pins de 
cinq ans (a) à réfoudre ce fameux 
problème , nous n'avons rien oublié 
pour donner à cette Note toute la per- 
feâiou dont ellp étoit fulceptible. 

Jufqu'à prélènt M. le Marquis de 
l'Hèfital n'a employé que le calcul des 
différences premières. Il fait dans les fcpt 
dernières foâions de fon Ouvrage grand 
ufàge des différences des différences ; aufli 
n'a-t-il pas manqué d'affigner les régies 
de ce calcul au commencement de (a. 
quatrième feftion. Nous avons donné 
aflêz d'étendue à notre 40' Note , pour 
mettre ces régies dans le plus grand 
jour. Nous prions le Leâeur de l'exa- 
miner avec foin , &: d'appliquer à dif- 
férents cas particuliers la formule gé- 
nérale qui fcrt à trouver la différence 
féconde d'une quantité quelconque éle- 
vée à une puiÂànce quelconque. Nous 

C»") fZuyrts â* Jtan BiraouUy f Tcm. I. pag. C^ 
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le prions encore de faire une atten- 
tion fpéciale aux Notes 41 > 4S & 
48. La première nous paroit néceflàire 
pour l'intelligence de l'article 66 , où 
l'on propofe le problème qui confifte à 
déterminer le point if inflexion ou de rebrouf. 
fement dans une courbe dont la nature eft 
donnée. Dans la féconde nous démon- 
trons que la marque que donne M. le 
Marquis de ^Hôpital pour trouver le point 
de rebroujfement , n'eft rien moins qu'une 
marque sûre : c'cft M. yarignon qui 
. nous a fourni cette démonftration. Enfin 
la troifieme apprend à calculer les 
équations du cinquième degré ; l'article 
73 auquel cette Note a rapport, four- 
nit une équation de cette efpèce. Voilà 
ce que nous avons fait , pour mettre à 
la portée des Commençans ordinaires 
les quatre premières feâions du Traité 
de YAaalyfe des Infiniment Feiiis. Nous 
fommes pcrfuadés que quiconque nous 
aura fuivi jufqu'à préfent , fera en état 
de lire pretque fans commentaire le 
refte de l'Ouvrage. Auffi n'avons-nous 
fait que 6 Notes pour les fix dertiiçrcs 
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{ê£tions. L'on comprend que nous 
n'avons pas oublié dans ces Notes les 
développées , &c les eauftiquei pat réflexion 
& par refradiion ; ce font là des cour- ' 
bes de la dernière importance. 

Quoique nous ayons droit de regar» 
der comme un ouvrage qui nous ap- 
partienne en propre , les additions dont 
nous venons de rendre compte au Pu- 
blic ; nous nous ferons cependant un 
devoir de publier que la kûure des 
éclaini^emem. de M. Vatigmn nous à 
fàic naître la plupart des idées que 
nous avons mis en oeuvre ; & nous 
ajouterons que nous avons profité de 
quelques bons endroits qui fe trouvent 
dans le commentaire de M. Crouzas, (a) 

Mais quelles connoiHânces fout - il 

^n) Cit auteur , çuol^U n*ait fat rèujjl à eotn- 
memer M. U Matquit dt VHôpital , aurait dû être traité 
avec un feu flui dt ménagtmtnt far M. M. BernouUy 
d* Saurin. Su Traités dt Giomttrit & d'^lgèire ne 
faffent foi four mauvais ; d- ce fut fon mérite réel çut 
lui frocura en différens itms les chaires de Philojophit 
de Groningut & de Lau/anne > une flace d'^Jfocié 
étranger à l'académie Royale des Sciences de Paris , & 
la charge de Gouverneur du Prince Frédéric de Hejfe 
Caffel j juveu du Roi dt Suéde. 
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avoir acquifes pour lire avec fuccès 
l'Jtulyfe dos Infiniment Petits > point d'au- 
tres que celles qui font renfermées dans 
les Traités élémentaires de Mathémati- 
ques. Ces Traités comprennent l'Arith- 
métiquc ordinaire & algébrique poufféc 
jufqu'au calcul des radicaux i aux pro- 
gredlons &c proportions , à la formation 
Se à la fommacion des fuites : l'Ana- 
lyfe ou la fcience des équations de 
toute forte de degrés : la Géométrie 
fpéculative & pratique : la Trigono- 
métrie au moins reâiligne , en y com- 
prenant la manière de calculer les lo- 
garithmes non- feulement des lïnus , tan- 
gentes Se fëcantes . mais ceux encore 
des nombres entiers & rompus : enfin 
le Traité des feâioni coniques. Tou- 
tes ces connoiflànces le trouvent réu- 
nies dans les élémens d'Algèbre & de 
Géométrie de M. l'Abbé de la Caille , 
fie dans le commentaire que nous en 
avons (bus le titre : de Guide des jeunes 
Matifématiciens dans {étude des leçons de 
Mathématique du même Auteur. Ce n'eft 
qu'après h leâure de ces deux Ouvra- 
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ges ,'■ que je voudrois qu'on s'adonnât 
au calcul difFcrendel. Tout bon efprit 
lira alors en état d'y faite , avec les 
{êcours . que nous lui fournirons i les 
plus fenfibles progrès. 

Les Infiniment Petits de M. le Mar- 
quis de ÏHôpital ont déjà eu deux édi- 
tions , l'une en 1696 , Cc l'autre en 
17 rj. Celle-là fut faite fous les yeux 
de l'Auteur avec toute l'exaâitude ima- 
ginable. Les 14 fautes qui s'y fontglif- 
ftes ne peuvent induire le Ledeur en 
aucune erreur -, elles font indiquées à 
la fin du Volume. Pour l'édition de 
.171 S, elle a été ditigée par un homme 
■qui n'avoit pas apparemment les pre- 
mières idées de l'Algèbre. L'on y trouve 
les fautes les plus groffieres & les plus pro- 
pres à déconcerter un Commençant. Je 
pourrois en indiquer un rrès grand nom- 
bre -, je me contenterai d'avertir ceux qui 
fe la font procurée , que les expofants qui 
devroient être négatifs , n'y ont pour l'or- 
dinaire aucun fîgne, ce qui les met dans 
la claflè des expofants pofitift. 11 fuffit 
d'avoir la moindre idée de calcul , pour 
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fcntir combien un pareil qui pro quo eft à 
craindre dans un livre d'Algèbre. L'unï 
6c l'autre de ces éditions forment une broi- 
chure »»-4°. de 1 8 1 pages ^ fur caraHere 5, 
Aàgupin. L'on a fait la troifîemc édition 
fut le mêmecaraâere. Mais le peu de ma- 
tière que fournit le texte de l'Auteur, &le 
defîr que l'on a eu de procurer , à peu de 
frais , à tous les Mathématiciens un Ou- 
vrage dont la néceflîté eft uni verlêllement 
reconnue , nous ont fait préférer le format 
«-8°. à l'ancien formai. C'eft rendre un 
véritable fcrvice au Public > que de lui 
préfenter à un prix très-modique , en un 
volume d'environ 500 pages , orné d'un 
grand nombre de planches en taille dou- 
ce , ÏAaalyfc dis Infiniment Petits , &c le 
commentaire des endroits les plus difEciles 
de cet Ouvrage immortel. L'Imprimeur 
a fujet d'efpérer que l'on fera content de 
la partie typographique. Il n'a rien épar- 
gné , pour que la beauté de l'édition re- 
pondît à la beauté des chofes que le Livre 
renferme. 

PRÉFACE 
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PRÉFACE 

DE L'Ati TE UR 

'ANAtysE qu'on explique daas 
-- ^ cet Ouvrage , fuppofe la comtnune } 
mais elle etj^ cil fort difïerente. L'Analyfa 
ordinaire he traite que des grandeurs fi- 
nies : celle-ci pénétre jufques dans l'infînî 
tncme. Elle cotiipare les différences infini- 
ment petites des grandeurs finies ; elle dé- 
couvre les rapports de ces différences , S5 
par-là elle fit connoître ceux des gran^^ 
deurs finies , qui comparées avec ces in- 
finiment petits font comme autant d'infi- 
nis. On peut même dire que cette Ana- 
1y& s'étend au-delà de l'infini : car elle ne 
le borne pas aux diiFérenccs infiniment 
petites ; mais elle découvre les rapports 
des différences de ces différences j ceux 
encore des différences troifiemes, quatriè- 
mes , Se ainfî de fuite , fans trouver 
râmais de terme qui la puillè arrêter. De 
forte qu'elle n'embrafiè pas feulement fin- 
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iîni ; mats l'infini de l'infini, ou une fnfti 

nicé d'infinis. 

Vie Analyfc de cette nature pouvoir 
feule nous conduire ju(qu'aux véritables 
principes des Hgnes courbes. Car ks cour- 
bes n'étant que des polygones d'une infi- 
nité de côtés , 4c ne difFérànt entr'elles que 
par:là,difïèrence des angles que cescôrés 
infiniment petits font entr'eiix ; il n'ap- 
partient qu'à l'Analyfè de» infiniment pe- 
tits de déterminer la pofîçiondeces côtés 
pour avoir la courbure qu'ils forment , 
c'e(l-à-dire les tangentes de ces'courfjes , 
leurs pcrpendic'ufeïres , leurs points d'in-' 
flexion DU.deiebrouflëmcnt , tes rayons 
qui s'y réflécKfl'ent ,. ceux qui s'y rom- 
penr, &c. . . " 

Les polygones inlcrits où circonfcrits 
aux courbes, qui par la multiplication in- 
finie de Jeurs côtés , fe confondent enfin, 
avec;elles , ont été pris de tout temps pour 
les courbes mêmes. Mais on en étoit de- 
meuré la : ce n'éft que depuis la décou- 
verte, de l'Analylê dont il s'agit ici, que 
l'on a bien fenti l'étendue &C la fécondité 
de cette idée. 
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Ce que nous avons des Anciens for ces 
thatieres j principalement d'Archimcde , eft 
aflurément digne d'admiration- Mais ou- 
tre qu'ils n'ont touché qu'à fort peu de 
courbes j qu'ils n'y Ont même touché que 
légèrement ; ce ne font prefque par touc 
que propofîtions particulières & fins ot-r 
dre , qui ne font appercevoir aucune mé- 
thode régulière Se fuivic. Ce n'eft pas cev 
pendant qu'on leur en puiflë faire un re- 
proche légitime : ils ont eu befbin d'unâ 
extrême force de génie (a) pour percer 
à travers tant d'obfcurités , 8c pour entrer 
les premiers dans des païs entieremeno 
inconnus. S'ils n'ont pas été loin , s'ils onc 
marché par de longs circuits ; du moim , 
quoi qu'en dilê (i) Vinte , ils'ncfe font 
point égarés : Se plus les chemins qu'ils 

^à) Arehimtdis de litms /pîraliSaj troâtUutt-diM iU 
ter^ui itgifftm f totaj^ut animi vires intendijfem j lU fut* 
tiUJjltmitruM demonflnttionum de Jj/iraliian tangemïbui ut-' 
tifi/iiuin adfiguerer i niif^am tataen , ingettuè faxtiof » ià 
torum eomemplatione iia certus reciûi » ^uijt firupulu^ 
antitto finiper kcereret j vînt illius demonfiritionïs me noli 
fercefiffe totaitt i ^< Builialdal Fi»h de Uoeis fpita* 
libus. 

(Jî) Si veri Archimides , fdtgeiter ionctujtt Éueih 
iu t <^t. SbdI. GeoBb 
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ont tenus étoicnt difficiles & épineux , 
plus ils font admirables de ne s'y pas être 
perdus. En un moc il ne paroîc pas que les 
Anciens en ayenc pu faire davantage pour 
leur temps : ils ont fait ce que nos bons eC- 
prits aurcnent iâiten leur place >* & s'ils 
etoient à la nôtre , il eft à croire qu'ils au- 
roient les mêmes vues que nous. Tout 
cela eft une fuite de l'égalité naturelle des 
cfprits Se de la fuccemon néceilàire des 
découvertes. 

■ Ainfi il n'eft pas furprenant que les 
Anciens n'ayent pas été plus loin -, mais 
on ne f^auroit aflcz s'étonner que de 
grands hommes , &C (ans doute d'aullî 
grands hommes que les Anciens , en foient 
fi long- temps demeurés là ; Se que par 
une admiration pielque fîiperftitieufêpour 
leurs ouvrages , ils {è foient contentés de 
les lire & de les cotnmentét , (ans fe per- 
mettre d'autre ufage de leurs lumières , 
que ce qu'il ea falloir pour les fuivre ; lâns 
iofêr commettre le crime de pcnftr quel- 
quefois par euxrmcmes, Se de porter leur 
vue au-delà dç çequeks Aociensayoient 
'découvert, De cette Uanieçe bien des gen$ 
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travailloicnt , ils écrivoient , les Livres fc 
multiplioienc , Se cependant rien n'avan- 
çoic : tous les travaux de placeurs fîécles 
n'ont abouti qu'à remplir le monde de 
relpeâueux commentaires 8c de traduc-^ 
rions répétées d'originaux (buvent afièz 
méprifables. 

Tel fut l'état des Mathématiques , 8C 
for-tout de la Philofophie , jufqu'à M. 
Dcfcartes. Ce grand homipepoufle pat fou 
génie & par la fupériorité qu'il ftfcntoit , 
quitta les Anciens pour ne fuivre que 
cette même raifon que les Anciens avoienc 
fuivie ; t£ cette heureufe hardieflè, qui fut 
traitée de révolte, nous value une infinité 
de vues nouvelles & utiles furlaPhyfiquc 
8c fur la Géométrie. Alors on ouvrit les 
yeux , & l'on s'avilâ de penfér. 

Pour ne parler que des Mathémati- 
ques , dont il cft feulement ici queftion, 
M. Pefiartes commença où les Anciens 
avoient fini , & il débuta par la folution 
d'un Problème où Pafpas dit (a) qu'ils 
étoicnt tous demeurés. On (çait jufqu'où 

(t) ColUâ. Mithtn. ïib. J. îniua. 
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il a porté l'Analyfe Se la Géométrie , 8C 
combien l'alliage qu'il en a fait , rend fi~ 
cile la folution d'une infinité de Problè- 
mes qui paroiflbient impénétrables avant 
lui. Mais comme il s'appliquoit principa- 
lement à la réfolution des égalités , il ne fie 
(d'attention aux coutbes, qu'autant qu'elles 
lui pouvoient Icrvir à en trouver les ra- 
cines : de fone que rAnalylê ordinaire lui 
fuffilânt pour cela , il ne s'avifa point 
(d'en chercher d'autre. Il n'a pourtant pas 
laifle de s'en lêrvir heureulêment dans la 
recherche des tangentes ; Se la méthode 
qu'il découvrit pour cela lui parut fi belle , 
qu'il ne fit point difficulté de dire , («) 
■que cç ProbÛme était le plus utile & le plus 
' généml , mit-feulement qu'il fiût , mais même 
ûu*il eât jamais défias' de ff avoir en Géométrie, 
■ Cérame la Géométrie de M. Defeartes 
avoir mis la conftruâion des Problêmes 
par la réfolution des égalités fort à la 
mode , & qu'elle avoir donné de grandes 
cuvertures pour cela ; la plupart des Géo- 
mètres s'y appliquèrent , ils y firent suffi 

Ci) G'om'' Uv. ». 
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ée nouvelles découvertes , qui s'augmen- 
tent 8c (c perfeftionnent encore tous les 
■ jours. . . 

Pour M. Pafiil , il tourna fes vues de 
tout un autre côté : il examina les cour^ 
bes en elles-mêmes , 6c fous la forme de 
polygone ; il rechercha les longueurs de 
quelques-unes , l'efpace qu'elles renfer- 
ment , le lôlide que ces efpaces décrivent , 
les centres de gravité des unes & des au- 
tres, &c. Et par la confidération feule de 
.leurs élémens , c'eft-à-dire des infiniment 
petits , il découvrit des Méthodes généra- 
les Se d'autant plus furprenantes ..qu'il ne 
paroît y être arrivé qu'à force de tête ÔC 
fans Analyfe. 

Peu de temps après la publication de la 
. Méthode de M. De fentes pour les tangen- 
tes , M. de Fermât en trouva auflfîune, que 
M. Defiartes a enfin avoué 0) lui-même 
être plus fimple en bien des rencontres que 
k fîenne. Il cftpouttant, vrai qu'elle n'étoic 
pas encore aufli 'fimple que M. Barrmv l'a 
rendue depuis en confidérant de plus près 

CO Utt- 7', Tout. $■ 
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la nature des polygones, qui préfcnte n«J 
turellement à l'efpric un petit triangle (kic 
d'une particule de courbe , comprife entre 
àcax appliquées infiniment proches , de la 
différence de ces deux appliquées , &C de 
celle des coupées correfpondantes; 8Cce 
triangle eft feniblable à celui qui fè doit 
former de la tangente , de l'appliquée , Se 
de la fbutangente : de forte que par une 
ilmple Analogie cette dernière Méthode 
épargne tout le calcul que demande celle 
de M- Defianes , ic que cette Méthode , 
elle-même , demandoit auparavant. 

M. Barrow ( a ) n'en demeura pas là , 
il inventa audl une efpece de calcul pro- 
pre à cette Méthode j mais il lui Moit , 
suffi- bien que dans celle de M. Befiartes^ 
ôter les fractions , &C faire évanouir tous 
les fîgncs radicaux pour s'en fervir. 

Au défaut de ce calcul eA furvenu ce- 
lui du célèbre ( * ) M. Uiinin ; & ce fça- 
vant Géomètre a commencé où M. Sar- 
rovv , & les autres avoient fini. Son calcul 
l'a niené dans des pays jufqa'ici inconnus } 

^4^ XjtS. Geonut, pag. 80. 
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Se il y afàic des décduvencs qui fonc l'é- 
ifonnement des plus habiles Mathémati- 
ciens de l'Europe. M". Bernmlli ont été les 
premiers qui fe font apperçus de la beauté 
de ce calcul : ils l'ont porté à un point qui 
les a mis en état de furmonter des difficul- 
tés qu'on n'auroit jamais olè tenter au- 
paravant. 

L'étendue de ce calcul efl immenlb : il 
convient aux courbes mécaniques , com- 
me aux géométriques -, les lignes radicaux 
lui font indifFérens ; Sc même Ibuvent 
commodes ; il s'étend à tant d'indétermi- 
nées qu'on voudra ; la comparailbn des 
infiniment petits de tous les genres lui eft 
également &cile. Et de là naiflènt une in- 
finité de découvertes iùrprenantes par rap- 
port aux tangentes tant courbes que droi- 
tes , aux queflions De maximis & miaimi, 
aux points d'inflexion & de rebroufTe- 
ment des courbes , aux développées , aux: 
-cauftiques par réflexion ou par.réfraâion, 
: &c. comme on le verra dans cet Ouvrage, 

Je le divifë en dix SbStions. La pre- 
mière contient les principes du calcul des 
dilTéicaces. la tccoais èk voir de quelle 
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manière l'on s'en doit fcrvir pbiir BWiver ■ 
les tangentes de toutes fortes de courbes , 
quelque nombre d'indéterminées qu'il y 
ait dans l'équation qui les exprime, quoi- 
que M. Craige ( a ) n'ait pas crû qu'il pue 
s'étendre jufqu'aux courbes mécaniques 
ou tranfcendantes. La ttoilieme , com- 
ment il fort à réfoudre toutes les queftions 
De maximis & minimis. La quatrième, com- 
ment il donne les points d'inflexion & de 
rrebrouflèment des courbes. La cinquième 
en découvre l'ufàge pour trouver les déve- 
loppéesde M. Hugem , dans toutes fortes de 
courbes. La fixicthe & la lêptieme font 
voir comment il donne les cauftiques, tant 
I»r réflexion que par réfraâion , dont l'iU 
luftre M. Tfchirnhaus eft l'inventeur , 8C 
pour toutes fortes de courbes encore. La 
huitième en fait voir encore l'ufàge pour 
trouver les points des lignes courbes qui 
touchent une infinité de lignes données , 
de pofîtion, droites ou courbes. La neu- 
vième contient la folution de quelques 
Problèmes qui dépendent des découvertes 

' (a) Vefigurarim eurvilinumungmlfatiKll f.paTt.2. 
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précédentes. Ec la dixième coiififte dans 
une nouvelle manière de fe fervir du cal- 
cul des différences pour les courbes géo- 
métriques: d'où l'on déduit la Méthode de 
M" Défiants ic Hudde , laquelle ne con- 
vient qu'à ces fortes de courbes. 

11 eft à remarquer que dans les Sedions 
s, 3,4, 5,6,7,8, il n'y a que très-peu 
de propofitions; mais elles font toutes gé- 
nérales , fie comme autant de Méthodes 
dont il eft aile de faire l'application à tant 
tie propofitions particuliaes qu'on vou- 
dra : je la fais feulement fur quelques 
exemples choifis , perfuadé qu'en feit de 
Mathématique il n'y â à profiter que dans 
les Méthodes , &C que les Livres qui ne 
/confiftent qu'en détail ou en propofitions 
particulières , ne font bons qu'à faire per- 
dre dutemps à ceux qui les font, 8c à ceux 
quilesUfent. Audi n'ai-je ajouté les Pro- 
blêmes de la Seâion neuvième, que par- 
ce qu'ils paflènc pour curieux, 8i qu'ils 
font très-univerfels. Dans la dixième Sec- 
tion ce ne font encore que des Méthodes 
^ue le calcul des différences donne à li 
manière de M" Défiants & Huidt ; Se & 
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elles font fi limitées , on voit par toutes les 
précédentes que. ce n'eft pas un défaut do 
ce calcul , mais de là Méthode Cartéfienne 
sk laquelle on l'alTujettit. Au contraire rien 
ne prouve mieux l'ulâge immenfe de ce 
calcul , que toute cette variété de Métho- 
des ; & pour peu d'attention qa'onyfiffe, 
l'on verra qu'il tire tout ce qu'on peut ti- 
rer de celle de M" Défiants Se Huddc , Si 
que la preuve univerfelle qu'il donne de 
l'ulâge qu'on y fiiit des progrcfllons arith- 
métiques , ne lailTè plus rien à fouhaiter 
pour l'infaillibilité de cette dernière Mé- 
thode. 

J'avois deflèin d'y ajouter encore une 
Scàion pour faire fentir aufll le merveil- 
leux ufâge de ce calcul dans la Phyfique , 
jufqu'à quel point de préciGon il la peut 
porter, S£ combien les Mécaniques en 
peuvent retirer d'utilité. Mais une maladie 
m'en a empêché : Le Public n'y perdra 
pouitanc rien, & il l'aura quelque jour 
même avec ufure. 

Dans tout cela il n'y a encore que la pre- 
mière partie du calcul de M. Uihnitz, la- 
quelle confifte à defcendre des grandeurs 
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entières à leurs différences infiniment pe- 
tites, &c à comparer entt'cux ces infini- 
ment petits de quelque genre qu'ils foient: 
c'eft ce qu'on appelle Calcul différentiel. 
Poyr l'autre partie, qu'on appelle Calcul in. 
tégral, & qui confifte à remonter de ces 
infiniment petits aux grandeurs ou aux 
touts dont ils font les différences, c'eft-à- 
dire , à en trouver les fommes , j'avois aut 
fi deilèin de le donner. Mais M. Leihnitz 
m'ayant écrit qu'il y travaiUoit dans un 
Traité qu'il intitule Oe Scienxià iafiniti , ']e, 
n'ai eu garde de priver le Public d'un fi 
bel Ouvrage qui doit renfermer tout ce . 
qu'il y a de plus curieux pour la Méthode 
inverië des tangentes , pour les reâifica- 
tioDs des courbes , pour la]quadraturé des 
«(paces qu'elles renferment , pour celles 
des (îir&ces des corps qu'elles décrivent , 
poUr la dimenfion de ces corps , pour la 
découverte des centres de gravité , &c. 
: Je ne rends même ceci public, que parce 
. qu'il m'en a prié par fes Lettres, & que je 
lecrcHsnéceâàire pour préparer les efprits 
à comprendre tout ce qu'on pourra dé- 
couvrir dans latuitefurccstnaticies», 
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Au refte je reconnois devoir beaucdup 
aux lumières de M" BermulU , fur-tout à 
celles du jeune préfêntement Profefliur à 
Groningue. Je me luis fcrvi (ans façon de 
leurs découvertes 8£ de celles de M. l^il>- 
nitz, C'cft pourquoi je confens qu'ils en re- 
vendiquent tout ce qu'il leur plaira , mé 
contentant de ce qu'ils voudront bien me 
laifler. 

C'ell encore une juftice due au (çavanË 
M. Newton, Si que M. Leibnitz lui a ren- 
due («) lui-même : Qu'il avoit aufii trou- 
vé quelque chofe de femblable au calcul 
différentiel , comme il paroît par l'excel- 
lent Livre intitulé , Piihfiphi<t mtufalii 
frincipia Matkemaiiea , qu'il nous donna en 
1687 , lequel eft prcfque tout de ce calcul. 
Mais la Caradétiftiquede M. leihnhz rend 
le fîeri beaucoup plus facile 8C plus eicpé- 
ditif ; outre qu'elle eft d'un fecours mer- 
veilleux en bien des rencontres. 

Comme, l'on imprimoit la dernière 
feuille de ce Traité , le Livre de M. 
Niemventtit m'eft tombé entre les mains. 
Son ûtce , jinalyfs mjimtoriim , m'adonne 

CO Journal dts Sfayaas du 30 Août i G^^.- 
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h curiofité de lé parcourir : mais j'ai 
trouvé qu'il étoit fort différent de celui- 
ci ; car outre que cet Auteur ne Ce fett 
point de la Caradériftique de M. Uibnitz, 
il rejette abfolument les difftrences fécon- 
des , troifîemes , &c. Comme j'ai bâti la 
meilleure partie de cet Ouvrage fur ce 
fondement , je me croirois obligé de ré- 
pondre à fesobfeâions, 8C de feire voir 
combien elles font peu fblidcs , fî M. 
Leihnitz n'y avoit déjà pjeinement fatis&it 
dans les Aâes (/) de Leypfîck. D'ail- 
leurs les deux demandes ou fuppofîtions 
que j'ai feites au commencement de ce 
"Traité , SC fur lefquelles feules il eft ap- 
puyé , me paroiffent fî évidentes , que je 
ne crois pas qu'elles puif!ènt laiilèr aucun 
doute dans l'efprit des Leâeurs attentifs. 
Je les aurois même pu démontrer fecile- 
ment à la manière des Anciens , fi je ne 
me fuflê propofe d'être court fur les chofes 
qui font déjà connues , &de m'attacher 
principalement à celles qui font nou- 
velles. 

Ci) jiâé Entd. an-^t^sS' FH' 3'° ^ 3^Sr- 
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ANALYSE 

DES 

INFINIMENT PETITS. 

DV CALCUL DES DIPPERÉNCES. 



SECTION L 

Oïl f wi dorme les Hcg/u de ce Calcul, 

.DÉFliriTlONli 

!-*-*-i* N appelle quantités oarwi/M Celles qUl 

L augmentent ou diminuent continuelle^ 

1^ ment ; & au contraire quantités conf^ 

tàntét celles qui demeurent les même$ 



pendant que les autres changent. Ainfi dans unà 
.parabole les appliquées & les coupées font des 
quantités variables , au Heu que le paramétre eft 
.«ne <^ntité conftante. 
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; DbfinitionIL 

La portion infiniment petite dont une quantité 
variable augmente ou diminue continuellement , 
, en eftappelléelaD;]^e»r;. Soit, par exemple, une 
^igne courbe quelconque AMB,(Fïg. i. PL i.) qui 
aie pour -axe ou diamètre la ligne AC , & pour une 
de fes appliquées la droite P M ; & foit une autre 
appliquée p m infiniment proche de IS première. 
Cela pofé , fi l'on mène MR parallèle à A C ^ les 
cordes A M , A »ï ; & qu'on décrive du centre A, 
de l'intervalle A M le petit arc de cercle MS : Pp 
fera la différence de A P ; R m celle de P M i S ïm 
celle de A M, & M 7» celle de l'arc A M. De 
même le petit triangle M. A m qui a pour bafe 
l'âTC M ;» s fera la di^rence du fument A M ; & 
le petit efpace M "Pptn , celle de l'efpace compris 
par les droites AP , PM, & par l'arc AM< 

' C0K0L1.AIKB. 

i.lL eft évident que la différence d'une quantité 
conlilante eft nulle ou zéro : ou ( ce qui eft la même 
chofe )' que les quantités c<mftantes n'ont point de 
di^rence. - 

AVB&IISSEMEHT. 

Onfefervira dans la fuite àe la note âU caraSlé^ 
rijliqùe d pour marquer la différence d'une quantité 
iiariahU que l'on exprime par une feule lettre ^ df 
pour éviter la confufian , cette note d n'aura point 
d'autre ufage dans la fuite de ce calcul. Si l'on nom-' 
me par exemple les variables A?» x; PM» y; 
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A M i 2 i rare A M, u ^ l'efpace mixtiligtie ÀMP ; 
Si Ô le fegment A M , t : d x expritnera la valeur 
c/ePp, ày celle de'^mt àz celle de S m, du celle 
•du petit arc M m ^ d s telle du petit efpace MPpm j 
^ dt celle du petit triangle Ynixtilighe M A m. 

J. Demande om Sdffosition. 
3. O^ demande qu'on puilTe pr&ndre indiffêrenl- 
inent Tunâ pour l'autre deux quantités qui ne dif- 
férent entr'elles que d'une quantité infiniment pe- 
tite : ou { ce qui eft la même chofe ; qu'une quan- 
tité qui n*eil augmentée ou diminuée que d'une 
autre quantité infiniment moindre qu'elle , puiiTé 
être confîdérée comme demeurant ta même. Oti 
demande, par exemple , qu'on puiflc prendre A p 
pour APjpmpoiir PM, l'efpace Apm pour l'ef- 
pace A P M , Je petit efpace M P f m pdur le pe- 
tit reftangle M P p R , le petit fedeur A M « " 
pour le petit triangle A M S , l'afaglc p Km pour 
J'angle P A M, &Ci ( Confulte^ la Note première. ) 

II. Dbmavtdb ov s itpfositioh. 

5,0 N demande qu'une ligiie courbé puiflêêtre 
çonfidérée comme l'alTemblage d'une infinité: de 
lignes droites , chacune infiniment petite : ou ( ce 
qui eft la même chofe) comme un polygone d'uri 
nombre infini de côtés j chacun infiniment petit ^ 
lefquels déterminent par les angles qu'ils font en- 
tr'euX , la courbure de la ligne. On demande , par 
exemple, que la portion de courbe Mm^ ficTarc de 
cercle Mâ,puiflént êtreconfidérés comme des lignes 
droites à caufe de leur infinie petiteflè, enfbrte que 
A a 
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le petit triangle m S M puiflè être cenfé reâilîgnt* 

Atertisiement. 

On fuppofe ordinairement àam la fuite que 1er 
âemierei lettres de C alphabet , z , y, x , tfc. mar- 
quent des quantités variables s & au contraire que 
les premières a , b , c , Ôc, marquent des quantités 
confiantes : de forte que t. devenantu-^àx-y , z, 
érc/fWKwnf y -t- d y , 2 -h d z , j!rr, (^Art. i.) 
£/a,b,c, à^.àetr.eurevt les mêmes ^thyCt^z- 

PROPOSITION I. 

Problème. 
4. X RENDRE la différence de piufîeurt quantités 
ajoutées enfemble , oufouflraites les unes des autres. 
Soit a-^x-^y — ^ dont il faut prendre la dif- 
férence. Si Ton fuppofe que x foit augmentés 
d'une portion in£niinent petite j c'eft-à-dire qu'elle 
devienne x-^dx;y deviendra alors y-^dy\ Se . 
.^j^-h^/^ ; pour la confiante*, ( Art. i.) elle 
demeurera la même a : de forte que la quantité 
propbfée a -^ x -hy — x deviendra a-hx-i-dx 
•+-y -\-dy — \ — à^-^^iz diiFérence , que l'on 
trouvera en la retranchant de cette dernière , fera 
dx'^dy — d^. 1 1 en cft ainfî des autres ; ce qui 
donne cette règle. 

Règle I. 

Pour les quantités ajoutées , oufouflraites. 

On prendra la différence de chaque terme delà 
quantité. propofée , & retenant les mêmes fignefr,- 
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Qn en compofera une autre quantité qui fera la 
différence cherchée. 

PROPOSITION II. 
Problème. ■ 

5. î. it E N D RE la différence d'un produit fait de 
plttfieurs quantités multipliées la unes par les autres, 

1°. La différence de xy e^jidx-^xdji. Caiy 
devient y + dy^ lorfque x devient x-^dx^Sc par- 
tant x^ àesïtntaXoxsxy A'ydx-^xdy-^dxdy i 
qui eft le produit de x-t-Jx par >'H-i/j', & fa dif- 
férence (ex2L ydx'^xdj/^dxdy t c'eft-à-dirc 
(^Arté 2.^ydx-*-xdy , puiique dxdy eft une 
quantité infiniment petite par rapport aux autres 
termes j/ dx , & xdy ; car fi Ton divife , par exem- 
ple ,7 «( x & (^ x ^/j/ par ^ x , on trouve d'une part 
^ , & de l'autre dy qui en eft la différence , & par 
conféquent infiniment moindre qu'elle. D'où il 
fuit que la différence du produit de deux quan- 
tités eft égale au produit de la différence de la pre- 
mière de ces quantités par la- féconde, plus au pro- 
dmit de la différence He la féconde par la première. 

2°. La différence àexy^ cH y ^^^ +xKdy 
-hxyd^. Car en confidérant le produit xy com- 
me une feule quantité , il faudra , comme l'on 
vient de prouver, prendre le. produit de fa diffé- 
rence ydx-^xdy par la fecotide ^ ( ce qui don- 
ne j; ^Jx h- xî(/> ) plus le produit de la diffé- 
raoce d^ de la féconde x par la première x >* ( ce 
qui donne xyd^) ; & partant la différence de 
;(yx (&SLy>Kdx-i-XKdy-t-xydx- 

A3 



,iP,-ih,Googrc 



^ Analtsb 

3^. La différence dexj'sca eft«>?</x+Hx?ïrfji» 
•^uxj> dx-^xj/^d u. Ce qui fe prouve comme 
^ans le cas précédent , en regardant le produit xy^ 
comme une feule quantité. Il en ei^ ainfi des au- 
tres à l'infini , d'où l'on forme cette régie. 

R É_G I. B 1 1 

Pour les quantités maltipUçeSt 

lia différence du produit de plufîeurs quantités 
«nultipUées les unes par les autres , eft égale à la 
^omme des produits de la différence de chacune 
^e ces quantités par le produit des autres. 

Ainn U différence Aeax eiïxo-i-adx t c'eft-- 
^-diré adx. Celle de « 4- x x b — y e&bdx — 
^4x — adj/ — xd^. (Confuhé^la note féconde.) 

PROPOSITION lU. 

Pr O BLËMB. 

flRBNOB-E la diféret^ce d'une fi-aSiion queh- 
fonque. 

La difiérence de ï efl '*'~^'*^ , C*r iuppofânc 
t =; S[ , on aura x =y < , & comme ces deux quan- 
tités variables x&> x doivent toujours être égales^ 
çntr'elles, foit qu'elles augmentent ou diminuent^ 
^1 s'enfuit que leur différence , c*eft-à-dire, kura 
f ccroiflèmens ou diminutions feront ^uflî égales zo^^ 
ïr'^Ucsi fl(partant(/4rf. 5.>onaura Jx=:^(/^-t^ 
^d}>, & di^ "~^'' ^tti:=^ii-' en. mettant 
pour X fa valeur*. Ce qu'il (alloit , ^c. d'ail l'o^ 
tgrfflç cette ré|lç. 
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Règle IlL 
Pour les quantités divifées , ùu pour les frayions. 

La différence d'une fraftion quelconque eft 
égale au produit de la différence du niunerateur 
par le dénominateur , moins le produit de la dif- 
férence du dénominateur par le numérateur : lé 
tout divifé par lé quarré du dénominateur. 

Ainfî la différence de Jfera ^=^ , celle de 

7^ fs"^* fl^H-'^'-t-*» • iConfîiltei la note trotfieme.^ 

PROPOSITION IV. 

Problème. 

7-1 RENDRE/a différence d'une puiffancequelcon' 

que parfaite ou imparfaite d'une quantité variable. 

Il eft néceffaire afin de donner une régie géné- 
rale qui ferve pour les puiffances parfaites éc im- 
parfaites , d'expliquer Tanalogie qui fe rertcontre 
entre leurs expofants. 

Si l'on propofe une progreflîon géométriqua 
dont le premier terme foit Punité , & le reCon4 
une quantité quelconque x , & qu'on difpûfe par 
ordre fous chaque terme fon espofant , il eft cla» 
que ces expofans foraxeront une progreflîon arïth- 
inétique. 

Prog. géom. i,x,3fx, x' ,x*, x* , »** , x' , &c. 

Prog. arith. o , i , a , 5 , 4 , 5 , 6 » 7 , 6:c. 

Et fi Ton continue la progreâion géométrique 

au de0bus de t'unii^ , & Tarithmétique au <ieff(%v£ 

de zéro , les termes de celle-ci feront les expo- 

iMs de ceux aufquels ils répondent dans l'autre. 

A4 
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Ainfl — t eft l'expofant deî, — z celui de ^ , &e» 

Frog. géom. ï , I , i , ^.,^,,^., &c.' 

Prog. arith. 1,0,- 1,-1,-5,-4, &c. 

Mais fl l'on introduit quelque nouveau terme 
dans la progreffion géométrique , il £iudra pour 
«voir fon expofant , en introduire un femblable 
dans l'arithmitique> 

Ainfî ^ aurapourexpofantî: ^x, j:^;f*,S:-i-,, 

>~î'-r-, — j'ife,— 'i = 8":- de forte que ces 

y*' . 

«prenions \/x & ï', j/x & xî, v^x* & **» •Ér- 

t 

dx ' , &c. ne ligniEenc que la m^me chofe. 

Prog. géom. 1 , )/x, x. J , v'x, v'xx, x, 

I . V'»!, V/xx , v/x' , V'x* . X- 

Prog. arith. , i , i. p , f , | , i, 
P' ; « ? « i j I » '• =^ î 

Prog, g&m. î, ■^, , ±. -j-, -^ 

Prog. arith. —i.'-è,^».— i, — *, 

-T- } , ^»- — 5,— ;, — 4- 

Ou Von voit que de même que |/xeft moyenne 
géométrique entre i & x , de même aulTi ^ eft mo, 
yçfine arithmétique entre leurs expofans zéro ù 
1 : & de même que \/x t& la première des deux 
inoyennes géométriquement proportionnelles en- 
tre i & x^, de même aulfî ~ eft la première des deux 
fnoyennes ariihmétiquement proportionnelles en-^ 
tf e Içws «tjiçfsos ?erQan:fcilçne<lainfides»(ii 
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très. Or il Aiit de la nature de ces deux prc^ref* 
ûons. 

1°. Qjje la fomme des expofans de deux termes 
quelconques de la progrelTion géométrique fera 
l'cxpofant du terme qui en eft le produit. Ainfi 
;<*"*"* où x'eft le produit de x* parx» ,&x*"*"roîl 
je* eft le produit de x* par xï , & x î "*" ï ci 
*— ^ eft le produit de X jparxï, &c. De même 

xT"^ oh xî eft le produit de x' par lui-même , 
c'eft-à-dire fon quarré , &X"*""*"*"*"' où x' eft le 
produit de x* par x^ par x* , c'eft-à-dire fon cube , 
êc X T T~'T ï où X 5 eft la quatrième 

puiflance de x""? , & il en eft ainfi des autres 
puiftances. D'où il eft évident que le double , le 
triple , &c. de l'expofant d'un terme quelconque 
de la progreflion géométrique eft l'expofant du 
quarré « du cube , &c. de ce terme ; & partant que 
1^ moitié , 'ie tiers , &c. de Texpofant d'un terme 
quelconque de la progreflïon géométrique fera 
l'expofant de la racine quarrée , cubique 3 &c 
de ce terme. 

2**. Que la différence des expofans de deux 
termes quelconques de la progreffîon géométrique 
fera l'expofant du quotient de la divifion de ces 

termes. Ainfi x» ~ î = x» fera l'expofant du quo- 
tient de la divifion de x» par xf, & x î * 
:^=x ^.fera l'expofant du quotient de la divi- 
£pndex » parx* î où Von. voit que ç'eft la 
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même chofe de multiplier x~Tparx"~4 que 

de divirerx~~rparx*. Il eneft ainfî des autres. 
Ceci bien entendu ,jl peut arriver deux différens 
cas 

Premier cas , lorfquç la puiflance ell parfaite > 
c'eft-à-dire lorfque fon expofant eft un nombre 
entier. La différence de xx eft txdx , de x' eft 
^xxdx , de X* eft 4xMx , &c. Car le quarré de x 
{l'étant autre chofe que le produit de x par x , fa 
différence ( /4tt. 5. ) fera jo/x+Xi^x , c'eft-à-dire 
sx^x. De même le cube de x n'étant autre chofe 
que le produit de x par x par x, fa différence 
(^Art. 5.^ fera xxdx-i-Kxelx't-xxdx , c'eft à-dire 
t^xxdx ; Se comme il en eft ainfî des pui0ance8 à 
l'infini , il s'enfuit que ù l'on fuppofe que m mar* 
que un nombre entier tel que l'on voudra , la 
différence de x" fera jtjx" ~' dx- 

Si l'expofant eft négatif, on trouvera que U 

différence de x~° ou de ~ fera— -—^i- — =: 
■ — mx ■ ' dx. 

Second cas , lorfque la puiffance eft imparfaite , 
c*eft-à-dire lorfque fon ei^ofant eft un nombre 
rompu. Soit propofè de prendre la différence de 

|/x ou X ("exprime un nombre rompu quel- 
conque ) on fuppo&ra x°=î » & en élevant cha»^ 
que membre à la puiffance » on aura x" = ^ , & 
en prenant les différences comme l'on vient d'ex- 
plii|uer danf 1( premier cas , on trouvera fflx*~ 'Jft 
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"r ° 

" dx \/x'~° , en mettant à la place de »<""" f» 

valeur bx"""". Si i'expofant eft négatif , on 

trouvera que la différence de «""ï ou de ~^ fera 

m — — Il m 
— - xa <lx m ~~ 1 ^ , 

— :; = ^ r * ° ii;<. Ce qui donna 



cette régie générale. 

R » G J. I IV. 

Pour /« Puiffancei farfaites M imparfaita. 

Là différence d'une puiffance quelconque par- 
laite ou imparfaite d'une quantité variable , eft. 
égale au produit de Texpofant de cette puiffance, 
par cette même quantité élevée à une puiffance 
moindre d'une unité , & multipliée par fa diffé- 
tence. 

Ainfi fi l'on fuppofe que m exprime tel nombre 
entier ou rompu que l'on voudra , foit pofitif , foit 
négatif , Sx une quantité variable quelconque , 
U différence de x" fer» toujours mx' ' dx. 

EXEHTLBI. 

La différence du cube de ay— xx , c'eft-^-dire 
de ay — xx, t&'^Xdy-^xxT^adji — ixàx 
:=z^t^yyày — bàaxxyày'i- ^aj^dy — 6a 
gyyx4x+iiayx'4x~-6x'dx. - 
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La diffihrence de |/*j'H~3'y ou de xy~>t-yy * , cff 



ji^i±iiL-*ta*» 



ix*>'H->'_y , * xydx-i-xdy-i-2ydyt<M iV,,l^_,; 
Celle de ]/«+ -t- ajcy^ ou de «4 -^, aaryj- » , cft j >C 



«* -*- ^'XX * ^ oyydx -\-2.axydy > OU aKa'-Huçxy 

Celle de l/aar-t-arx^ ou de «*-t-** » > eft 



jX*x4-xx ' X a(^x-|- 2>;<^x ) ou'-^ 



La différence de y'ax-¥-xx-'r->/a''-^^axyy^ 
de ax -^ X X -+■ v"]?^ a * V V * » eft I 









La différence de ^^^^±^ fera félon cette régie 

yxy-\-yy '^ 

( ^rt. 7. 6- ) & celle des fraftions 



xv/^T^-^^S^^'xv^ 



y/M ' 



xy +yy 
( Confulte^ la note quatrième. ) 

R EMARQDE. 

8. 1 L eft à propos de bien remarquer que Ton a 
toujours fuppofé en prenant les différences, qu'une 
des variables x croiffant , les autres y , Ki ^*^* 
aoiffoient auffi ; c*eA-à-dire que les x deve- 
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nant x-^dx ^ \ts y i ^ 3 &c. devenoient ^ -1- 
dj', ^ + d z, &c. C'eft pourquoi s'il arrive qus 
qudques'unes diminuent pendant que les au- 
tres croiflènt , il en faudra regarder les diffé- 
rences comme des quantités négatives par rap- 
port à celles des autres qu'on luppofe croître ; 
& changer par conféquent les fignes des ter- 
mes oïl les différences de celles qui diminuenc 
fe rencontrent. Ainii fi l'on fuppofe que les x 
croilTant , les jf Se les ^ diminuent , c*eft-à-dirc 
que les x devenant x + dx , les jf Se les ^ de- 
viennent jf — d^Sc^ — dXs & que l'on veuille 
prendre la différence du produit x^ ^ j il faudra 
changer dans la différence xj/d^ •+ xx.dy-^ 
yxdx trouvée ( Art- 5 • ) > les fignes des tcr- 
,jnes où dy & d\ fe rencontrent : ce qui donne 
y z.dx — X yd \ — x\d y pour la différence 
-cherchés^ 
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. SECTION II. 

Vjàge dû talcul des digërences pour trouver îet 
Tangentes de toutes fortes de lignes courbes, 

Dé^ihi.tiom. 

SI l'on prolbhge un des petits côtés M»* 
( Fig. *. Pl. I. ) du poligone qui compofe 
<^Art, j. ) une ligne courbe ; ce petit côté aind 
prolongé fera appelle la Tangente de la courbe 
au point M ou »». ( Confulte^ la Note cinquième, ) 

PROPOSITION L 

Problème. 
S-SoiT une ligne courhe A M (F/g. 5. Pl- i.'j 
telle que la relation de la coupée A P à l'appliquée 
P M , foit exprimée par une équation quelconque , 
éf qu'il faille du point donné M fur cette^courèé 
mener la tangente M T. 

Ayant mené l'appliquée M P , & fuppofé que 
la droite M T qui rencontre le diatnètre au point 
T , foit la tangente cherchée ; on concevra' une 
autre appliquée m p infiniment proche de la pre- 
mière , avec une petite droite M R parallèle à 
A P. Et en nommant les données A P , x ; P M ,^ î 
(donc Pp ou MK= dx , &c Km^^dj/.) les 
triangles femblables »; R M ôc MPT donneront 
wR (d^). RM (dx) : : MP {y). PT =z ^. Ot 
par le moyen de la différence de l'équation don- 
née , on trouvera une valeur de dx eh termes 
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«|ui feroiïc tous a&£tés par ày , laquelle- éunc 
multipliée par y 6c divifée par dy , donnera uoâ 
valeur de la foutangente PT en termes entière-' 
ment connus & délivrés des différences , laquelle 
fervira à mener la tangente cherchée M T. 
( ConfulteX la Note fixieme. ) 

REHA&.QUE. 

10. Lorsque le point T (F/^. 4. VL i. ) 
tombe du côté oppofé au point A origine des k , 
il eft clair que x croiffant , y diminue , & qu'il 
faut changer par conféquent (^Art, 8.) dans la 
différence de l'équation donnée les fignes de tous 
les termes où dy fe rencontre : autrement la va- 
leur de dK en dy feroit négative ; & partant auflî 
celle de PT ^'^). Il eft mieux cependant , 
pour ne fe point embarrafler , de prendre toujours 
la différence de l'équation donnée par les règles 
■que l'on a prefcrites ( Se5l. i . ) fans y rien chan" 
ger i car s'il arrive à la Hn de l'opération que la 
valeur P T foit pofitive , il s'enfuivra qu'il fau- 
dra prendre le point T du même côté que le point 
A origine de x , comme l'on a fuppofé en faifant 
le calcul : & au contraire iî elle eft négative , i! le 
faudra prendre du côté oppofé. Ceci s'éciaircira 
par les exemples fuivans. 

Exem^leL 

11. lo.Sl l'on veut que ax-==iyy exprime la 
relation de AP à PMx, ( Fi>. 3. PL i.) la 
coiirbe A M fera une parabole qui aura pour pa- 
ramétre la droite donnée « , & l'on aura en pre-^ 
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naût de part & d'autre les différences , àJx^iySjfl 
6e ^x = î£*&PT(^)=^=2xen mettant 
foaryjf fa valeur ax. D'où il fuit que ii Ton prend 
P T double de A P , & qu'on mène la droitd 
MT, elle fera tangente, au point M. Ce qui 
étoît propofé. 

2". Soit réquatîoQ aai=:xjr qui exprime la 
nature de l'hyperbole entre les afymptotes. 
( Fig- 4. PL I. J On aura en prenant les diiféteri- 
ces xdy-^-ydx^o, & partant PT (^; = — ;f. 
D'où il fuit que fi l'on prend P T i= P A du côté 
oppofé au point A , & qu'on mine la droite MX > 
elle fera la tangente en M. 

j». Soit l'équation générale j'*:= * qui exprime 
la nature de toutes les paraboles à l'infini , lorfque 
l'expofant m marque un nombre pofitif entier ou 
. rompu , & de toutes les hyperboles lorfqu'il mar-^ 
^ue un nombre négatif. On aura en prenant les 
différences my*~"dy ^^ àx , & partant PT 
^ ^ ) ==; my*= n X en mettant pôur>^ fa va-- 
leur X. 

Si m = ^ , l'équation fera j»' = a x x qui expri- 
me la nature d'une des paraboles cubiques , Sx. la 
foutangente PT = f x. Si m = — 2 , l'équation 
fera 4* == xyy qui exprime la nature de l'une des 
hyperboles cubiques, & la foutangente PT= — ax. 
Il en ell aiiifi des autres. 

. Four mener dans les paraboles la tangente au 
point A origine des x , il faut chercher quèlte 
doit être la raifon de.ix à dy en ce point j cai 
il eft vifible que cette raifon étant connue , l'an- 
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^le que h tangente fait avec l'axe où lé diâmïfr 
tre iîsra auflî déterminé. On a dans cet exemple 
1dx . dy.: my '. I. D'où l'on voit qUe y étant 
zéro en A , là raifori à^tày\dx ddit y être infi- 
liiment grande lorfque m ftirpaffc i , & infiniment ■ 
petite lorfqu'elle eft moindre : c'eft-à-dii-e que la 
tangente eii A dbiil être parallèle aux appliquées 
dans le premier cas , 6c fe confondre avec le dia-- 
mètre dans le fécond. {ConJhlte^laNotefeptieme.^ 

ExBMFlE II. 

la-SoiT une ligne courbe AMB(F;;g.j.P/. i.) 
telle que A P X P B ( * xl=^ ). Fm'O'^'),: : ÂB 
(a). AD(fc).Donc^=tfx — XX, & en pre- 
nant les différences ^ ■ V'^ = àdx - 2xdx -., à'oH 
l-on tire P T C ^3~ ) = ;jrfïî; = \Lli^ i 
en mettant pour ^ fa valeur âx — xxiStYT 
i— Â P au AT = —r^- ( KoM là fiotè 8: ) 

Suppofant à préfent que Âï xPB'(«'x«— «*)'; 
Fm'O''):: AB(<i).AD(i),onaur»5ïl^ 

' ; & eii prèilâht les diifëreiices - ^^ -^ 



x'X-.- 



i^JxxdiX^ — x' — 2ii<(»-(-a*Jarxxî , d'oÙ l'on 
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«" T^ * Ar=^JVveKlaNote 8.) 
Et généralement fî Ton veut que m marque 
'Vexpofânt de la puilTance de A P , 5c » celui 

. de la puiflance de PB, on aura ^~-r — = x" 

X a— x" qui eil urtè équation générale pour tou- 
tes le s ellipfes à l'infini , dont la ditFérence eft 

«a — y 'dxxx" , d'où l'on tire (en mettant 
pour ?ï^' fa valeur x-x^^^")PT(^ ) 

m-^nx X >i — X m-^nxxa— X 

mx^' 'xa—x" — na — x" ' x.X^ ma — x — nx* 

ouPT-^"^""- ", &AT= "■" . 

ita — m — nx ma — m— n* 

( Fqye^ la Note 8. ) 

ExEMPHE III.'' 

'3'JLjes mêmes chofes étant pofées que dans 
l'excmpie précédent , excepté que Von fuppofe 
ici que le point B ( Fig- 6. PL i. ) tombe de 
l'autre côté du point A par raji^orc au point 

P, on auta l'éqaation ^^^— — = x"xr^^'' qiâ 
exprime la nature de toutes les hyperboles con- 
fidérées par rapport à leurs diamètres. D 'où Ton 

tirera tctiamt ci-defliis P T = 



&AT- — ^ -j . (^oye^laNonQ.tiam.i,) 
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.Maintenant fi l'on fuppofe que'AP foit infi» 
himent grande , la tangente TM ne rencontrera 
la courbe qu'à une diftance infinie , c'eft-à-dire , 
qu'elle en deviendra rafymptote C E j & l'on 

aura en ce cas AT ( - ) = ^— — a 

^ ma-t-m-t~ nx ■^ m~i-n 

t= A C ; puifque a étant infiniment moindre que 
X , le terme m a fera hul par rapport à m-t-n** 
Par la même raifon en ce cas l'équation à U 
courbe deviendra (jy""^" = J*""^". ^infî en 
faifant , pour abréger ^m-^n =py &en extra- 
yant de part Ôc d'autre la racine p , on aur^ 

y \/a =z X \/b 5 dont la différence eft dj! \/a =b 

dx "yb : de forte qu'en menant A E parallèle 
aux appliquées , &. en concevant un petit trian- 
gle au point od rafymptote C Ë rencontre la 
courbe , on foimera cette proportion dx . dj^ ^ 

DU l/"*!. V^i:: AC. (|a). AE==l/tfl' — '. 
Ot les valeurs de C A 6c A E étant ainfi dé- 
terminées t on mènera la droite indéfinie C £ 
qui fera Vafymptote cherchée. 

Si »ï := r & n = I , la courbe fera l'hyper- 
bole ordinaire , & on aura AC^=ï*j , 5c AË 
z=^\/ab, c'eft-à-dire à la moitié du diamètre 
conjugué 5 ce que Ton fçait d'ailleurs être con- 
forme à la vérité. ( f^qye^ la Note 9. Kum. 3, 
Ù fuivants. ) 

ExempleIV. 
14. Soit l'équationy — ;«^==.«3ç»'(APi=*» 
f M t=jf , a eft une ligne droite donnée ) Se que 
fia 



n,g,t,7.dt,'G00glc 



20 Analyse 

cette équation exprime k tiâture de la <;ombe 

AM, {Fig. 6. PI. I. ) fa différence fera ^j'ydy 



■.^xxdx=^axJj' + aj'dx.Donc^~-=: ^ 



î — « 



dy 3*x -t- «y * 

gtAT(-^-x)= ?.'''-?'''-""r =.., ".r 

^ ay -' 3*» -♦•■ ay j* « -f- d^ 

en mettant pour ly^ -~ jx' fa valeur ^axjf. 
- (^foye^ la Note lo. queji. i. a. ) 

Maintenant fi l'on fuppofe que A P & P M 
foient chacune infiniment grande , la tangente 
TM deviendra l'af-ymptote C£, & les droites 
AT 5 AS deviendront A C i AÊ qui détermi- 
nent, la pofition de l'afymptote. Or AT que 

l'appelle t = — ^^ — , d'où l'on tire v = '^^ - 

•* '' ^XM-i-ay "^ ax — at 

= i5f^ lorfque A T devient A C , parce qu'alors 

4r eft nulle par rapport à ax. Mettant donc 

cette valeur — à la place de y dans y — x' 

= axy , on aura î/ï'x' — a'x* = ^aHxx -, d'où 
l'on tire (en effaçant le terme ^aUxx , parce 
que X étant infinie, il eft nul par rapport aux 
deux autres a/t'x* & a'x' )AC(/) = j(i. De 

.mêmeAS(>'— ^) que j'appelle j = -^j^^, 
d'où' l'on tire x = — îiîSL _- £^ ^ parce que jr 

étant infinie par rapport à j , le teriAe a t fera 
nul par rapport au terme aj' ; & en mettant 
cette valeur dans Téquation à la courbe , on 
^ trouvera AE (j) = ja. D'où il fuit que ii 
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Ton prend les lignes A C , A E égales chacune 
à j a , & qu'on mené la droite indéfinie, C E , 
elle fera rafymptote de la courbe A M. ( Con- 
fultex It Note dixième t queji. 3. é^fuh.)- 

On fe réglera fur ces deux derniers exemples - 
pour trouver les afymptotes des autres lignes 
courbes. 

PROPOSITION II. 

Pb.obi.eme. 

1 5 . S ï ^on fuppofe dam la propqfition précédente 
que les coupées A? ( Fig. 7. Pri.) foient des 
portions d'une ligne courbe dont Von fçache mener 
les tangentes P T , é»" quUl faille du point donné 
M fur la courbe A M mener la tangente M T. 

Ayant mené l'appliquée M P avec la tangente 
P T , & fuppofé que la droite M T qui la rencon- 
tre en T , foit la tangente cherchée i on imagi- 
nera une autre appliquée mp infiniment proche, 
de la première , & une petite droite MR parallèle 
à PT : & en nommant les données AP, x; 
■ P M j j' j on aura comme auparavant Pp ou MR 
=^ dx t K m = djf j Se les triangles femblables 
wRM & MPT donneront m R (dy) . RM (^ic) : : 

M P 0") • ? T =: ^ . On achèvera enfuite le relie 

par le moyen de l'équation qui exprime la re- 
lation des coupées A P ( x ) aux appliquées P M 
{jf) i comme l'on a vu dans les exemples qui. 
précédent , & comme l'on verra encore dans 
ceux qui fuivent. ( Confiilte^ la Note 11.) 
B3 
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EXEMPLE 1 

i6,So'T^=ï-^î^'^.<ioiit la diJKrence eft 

9Xviv yW* JxVoa-4-yT 'Vi^y 

C2LfL — 4i— ■ = . i H- , •' : on aura 

XX a ayaa -t-^ 

en réduilant cette égalité à une proportion ày . 

Et partant le rapport de la donnée M P à la 
ibutangentc cherchée P T , fera exprimé en ter- 
jnes entièrement connus Se délivrés des diffé- 
fences. Ce qui' était propoCé. 
EXEMPLE II. 

Ï7.S0ÏT x=^~-, dont la différence eft «ix=« 

^:onaura PT(^)=^ = x. Si l'on fup- 

pofe que la ligne courbe A P B foit un demi- 
cercle a & que les appliquées MF, étant pro- 
longées en Q,» foient perpendiculaires fur le 
diamètre A B j la courbe A Ai C fera une deini" 
roulette ou cycloïde : fimple lorfque h=.a i, ^U 
longée , lorfqu'elle eft plus grande i & accourcie , 
Jprfqu'ellç eft moindre. ( Confulte^ la Note 1 2. ) 

CoROLJ,AIRE. 

ï8. Si la roulette étant fimple , Ton mène la 
corde A P ; je dis qy'elle fera parallèle à la tanr 
gente M T. Car le triangle MPT étant alors 
lïbrcele p l'&ngle e^Sterrie T P Q fera double dç 
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rinterne oppofé T M Q. Or Sangle A P Q eft 
égal à l'angle APT, puifque l'un & l'autre a 
pour mefure la moitié de l'arc A P j & partant il 
eft la moitié de l'angle TPQ. Les angles TMQ , 
A P Q, feront donc égaux entr'eux j & par confé- 
quent les lignes M T , A P feront parallèles. 
( Confultex ''* Note douzième. ) 

PROPOSITION III. 
Problème. 

19. Soit une ligne courbe quelconque AP qui 
ait ( Fig.'/, PI. I. ) pour diamètre la droite 
KNAQ., & dont l'on fçache mener les tangentes 
P K ; fait de plus une autre courhe A M , telle que 
menant , comme on voudra , l'appliquée M Q, qui 
eoupe la première cottrhe au point F , la relation 
de l'arc A P à l'appliquée M Q fait exprimée par 
une équation quelconque. Il faut d'un point donné 
M mener la tangente MN.' 

Ayant nommé les connues P K , t^ KQ, s* 
l'arc AP, X i MQ.,^' j Ton aura ( «1 concevant 
une autre appliquée m q infiniment proche de . 
M Q, , & en tirant P O , M S parallèles à A Q > 
Vp = dx t mST^djf ; ScÀ càufe des triangles 
femblables KPQ & PpO, «SM &MQ>I , l'on 
aura PK (()-KQ. (s) :: ?p{dx). P,Q ouMS 

= ~. EtwS (4c).SM<^)::MQ(»,QN 

= ■^^. Or par ïe moyen de la difFérçncp de 
l'équation donnée , on trouvera une valeur de 

B4 
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fif en termes qui léront tous afieftés p^r «^ ; ^ 
partant fi l'on l'ubftitue cette valeur à la place df 

àx dans »^^, les rfy fe détruiront , & la valeur 

de la foutangente cherchée Q N fera exprimée en 
fermes tous connus. Ce qu'il falloit trouver. 

PROPOSITION IV, 

Problème. 

ao. Soient deux lignes courbes AQC, BCN 
( Ei^ 8. PL I.) qui ayeïit pour diamètre la droite 
•TEABF , H dont tonfçaçhe mev'r les tangentes 
QE ^ N-F j fait de plus uae autre lignç çourhf 
M C telle que la relation des appliquées M P , 
Q P , N P , fait exprimée par une équation tptelr 
conque- Il faut d^un point donné M fur cette der- 
nière courbfi lui mener la tangente M T. 

Ayant imaginé aux points Q , AI > N , les 
petits triangles Qoq, MRm, NSn, & noiiir 
jné les connues P E, > ; PF , t; PQ., x; PM, 
> ; P N . ^i l'on aura oq=^dx, Km^^djf ^ 
$n ,:=—rdx, {Art. 8. ) parcequex&j/ croifr 
faut , % diminue. Bt à caufe des triangles fem- 
j)lahle5QPE&^oQ,,NPF&»iN, MPT 
*e wRM } l'on aura Q,P(x). PECj)::^» 

^*t).oQ,ouMRouSN = '^.£t NP(^). 
fF(«)::»S(-<<?).SN = ::^ = i§^ 
^4'où l'on tire <;t = =^).EtmR(*).RM 
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^'^ )■ : : M P (^ ) . P T = ■'^* Or fi Ton met 
dans la diffêrence de l'équation donnée , à Ifi 
place de d^ , fa valeur — "^^ , on trouvera une 
valeur de dx en dy , laquelle étant fubftimée 
dans ^-^-j— » les </y fe détruiront, & la valeur de la 
foutangente P T fera exprimée en termes tous 
connus^ 

Exemple. 

a I -S o I T jy = x^ , dont la différence eft 2ydy 
==^dx-^xd^z= ^^ . ~^^ — , en mettant pour àx 

fa valeur négative — "^^jd'où Ton tire dx-=:= 

^2t;& partant PT,(2f')= .Jm-=^ 

-^ , en mettant pour yy fa valeur xi- 
Soit maintenant l'équation générale j'""^'-=x'0. 
dont la différence eft m-^n/"^"' 'dy ^ ot^x"~ 'dx 

rh »x^ à^ = — i — ^^ 3 en 

mettant pour d^ fa valeur "'' ■ ^ — , d'oiï l'on tire 



^ xdy * mt^i^ — ïw^"**" mt' — ns ' 

mettant pour >"'*"'' fa valeur «""î". 

On peut remarquer que fi les courbes A Q C , 
BCN devenoient des lignes droites , la courbe 
M C feroit alors une des Seâions coniqueftà Tin^ 



iM,Googlc 



a6 Analyse 

fini ; fçavoir une Ellipfe lorfque l'appliquée CD » 
qui part du point de renrontre C , tombe entre 
les extrémités A , B ; une Hjrperbole , lorfqu'elle 
tombe de part ou d'autre ; de enfin une Parabole , 
lorfque l'une des extrémités A ou B ell infiniment 
éloignée de l'autre , c*eft-à-dire , lorfqu'une des 
lignes droites CA ou CB eft parallèle au dia- 
mètre A B. ( Confultex la Note treizième. ) 

PROPOSITION V. 

P ïl O B L É M E. 

32. Soit une ligne courbe APB ( F/g. 9. PI. I ■ ) 
qui ait un commencement jixe Ù invariable au 
point A , à dont l'on fçacke mener les tangentes 
P H ; fait hors de cette ligne un autre point fxe F , 
tf une autre ligne courbe CMD telle qu'ayant 
mené la droite quelconque FMP , /a relation de fa 
partie F M, à /a portion de courbe A P foit expri- 
mée par telle équation qu'on voudra. On propo/e 
de mener du point donné M la tangente M T. 

Ayant mené fur FP la perpendiculaire FH qui 
rencontre la tangente donnée FH au point H , 6c 
la cherchée MT au point T ; imaginé une droite 
FRzwOf qui faffe avec FP un angle infiniment 
petit ; & décrit du centre F les petits arcs de 
cercle PO, MR; le petit triangle pOP fera 
femblable au triangle reftangle P F H ; car les 
angles H P F , H p F font ( Art. 2. ) égaux , 
puifqu'ils ne différent entr'eux que de l'angle 
PFp que l'on fuppofe infiniment petit î & de plus 
ranglej>OP ell droit » puifque U tangente en Q 
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( qui n'eft autre chofe que la continuation du pe- 
tit arc PO corifidéré comme une droite ) eft per- 
pendiculaire fur le rayon -FO. Par la même rai- 
îbn les triangles wRM , MFT feront femblables. 
Or il eft clair que les petits triangles ou feÛeyrs 
FPO & FMR font femblables. Si dotK l'on nom- 
me les cohnues PH , (i HF, s; FM,>;FP,t; 
& l'arc AP, x; on aura PH (f) . HF (j) : : Pp 

(rfx).FO = ^. Et FP (0- FM (;/):: PO 
.(f).MR,= ^-^\ Et«RW.RM(^):; 
FM (y) . FT= '-^. Et on achèvera le relie 

par le moyen de ta différence de l'équation don- 
née. ( Confaltex la Note quatar^ieme. ) 
E X B M p L s. 

25. Si l'on veut que la courbe APB (F/g-. 10. 
P/. ï . ) foit un cercle qui ait pour centre le point 
l\xe F; il eft clair que la tangente PH devient 
parallèle & égale à la foutangente FH , à caufe 
que H P fera aulïi perpendiculaire à P F j & 

qu'ainfi l'on aura en ce cas F T =: ^^ z=^~- » 

en nommant la droite FP (0 > ^'t parce qu'elle 
devient confiante de variable qu'elle étoit aupa- 
ravant. Cela pofé , fi l'on nomme la circonfé- 
rence entière , ou une de fes portions détermi- 
nées h ; tx. que l'on fafle h . x iza .y ; la courbe 
C M D , qui eft en ce cas F M D , îera la Spirale 

^Arçhimedç , & l'on aura^ = ^ qui a pour fa 
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diÇSrence ^^ = ^ , d'où l'on tire J>dx = -^ 

r=r xeij> en mettant pour^ fa valeur ^ ; & par- 
tant FT (rj~) ^^ "^' *"^ 1"* donne cette conf- 
truâion. 

Soit décrit du centre F & du rayon F M , l'arc 
de cercle M Q , terminé en Q, par le rayon F A 
qui joint les points fixes A , F i foit pris FT égale 
à 1 arc MQ,: je dis que la droite MX fera tangente 
en M. Car à caufe des Teneurs femblables F P A , 
F M Q , l'on aura F P (a) . F M 0-) : : AP (x) . 
MQ.^^ = FT. 

Si l'on fait en général i . x : : a"" .^'" , ( l'expo- 
fanc m défigne un nombre entier ou rompu tel 
que l'on veut ) la courbe FMD fera une des fpi- 

F£tles à l'infini , & Ton aura^n =^> qui a pour 
fa différence mjf^—^dy =^t— » d'oii l'on tircj^^x 
__ ' !L y . ^ z= mxày , en mettant pour^" fa va- 
leur^i & partant FT (^) = ^= m 

xMQ. ""^ 

PROPOSITION VI. 

■ Problème. 
14. S O I T une ligne courbe APB ( Fig. 1 1 . W. 1 .) 
dont Con fçache mener les tangentes P H , & un 
point fixe F hors de cette ligne ; foit une autre 
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iigne courbe C M D telle que menant comme on 
voudra y la droite FPM y la relation de FP a FM 
fait exprimée par une équation quelconque. Il faut 
du point donné M mener la tangente M T. 

Ayant mené la droite F H T perpendiculaire 
fur FM , & imaginé comme dans la propofition 
précédente les petits triangles POf , MRw fem- 
blables aux triangles HFP , TFM , on nommera 
les connues FH, s ;FP, x ;ViA, y s & l'on 

aura PF U) . FH (j) : : pO {dx) .0V=~. Et 
FP (x) . FM 0-) : : OP Ç^). R M = '^.. Et 

^RW.ÎIM(^)::FI\Î(^).FT = ^. 

On achèvera enfuite le refte par le moyen de la 
différence de l'équation donnée. ( Confulte^ la 
Note quinzième- ) 

E X B M r L E. 

25- S ï ^'^^ ^^"ï 1"fi ï* courbe APBfoit une 
ligne droite P H , & que l'équation qui exprime 
la relation de F P à FM foit>— x=a, c*eft-à- 
dire , que P M foit toujours égale à là même 
droite dorirtée a ; l'on aura pour différence ày=dx ; 

& partant FT (:^) = ^. Ce qui donne 
cette conftruftion. 

Soit menée ME parallèle à PH , & MT paral- 
lèle à PE i je dis qu'elle fera tangente en M. 

Car FP (x) . FH (j) : : FM {y) . FE~ ^. Et 
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FP (x) . FE (^) : ; FM 0-) . FT = ■^. II eft 
clair que la courbe C M D eft la Conchoïde de 
Nicomede , dont rafymptote eft la droite PM , 
& le pôle eft le point fixe F. 

PROPOSITION VII. 

Problème. 

26.^ o n uae ligne courbe A^M{Fig. ti.Pl. I.) 
dont l'on fçache mener les tangentes M H , d qui 
ait pour diamètre la droite E P A H T j fait hors 
de ce diamètre un poin^ fixe F , à*où parte une li- 
gne droite indéfinie F P S M qui coupe le diamè- 
tre enV Ù la courbe en M. 5/ l'on conçoit main-^ 
tenant que la droite F P M , c» tournant autour 
du point F» fajfe mouvoir le plan P A M toujours 
parallèlement à foi-même le long de la ligne droite 
E T immobile & indéfinie , enforte que la dif^ 
tance P A demeure par tout la même ; il ejl clair 
que l'interfeSiion continuelle M des lignes FM, 
A M décrira dans ce mouvement une ligne courbe 
C M D. On propofe de mener e^un point donné JVl 
fur cette courbe la tangente M T, 

Ayant imaginé que le plan P A M foît par- 
venu dans la fîtuation infiniment proche pam , 
& tiré la ligne mRS parallèle à A P ; il eft clair 
par la génération que Pp = Aa=R»ï ,* & 
partant que RS=:Sw — Pp. Or nommant les 
connues FP ou Fp, x; FM ou F»i , j^iPH, 
x; MH, r; & la différence Pp, d-^-^ les trian- 
gles femblables F P ^ & F S «z , MPH & MSR » 
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MHT&MRm, donneront Ff ( x ). Fm (;- ) 

::Pp(^^).S« = ^<(donçSR=^!±Z:^î ). 
Et P H (i) . H M (0 : : SR (î:i^-^î) • RM 

= 'y-'t—'^'i. Et M R ( -z^zJdi ) . R« (rfo 

: : M H (r) . HT= -^î^. Donc fi l'on mené 

FE parallèle à MH , & qu'on prenne HT ~ PE ; 
la ligne M T fera la tangente cherchée. 

Si la ligne A M étoit une ligne droite ; la 
coorbe C M D feroit une Hyperbole qui âurbît 
pour une de fes afymptptes la ligne ET. Et fi 
elle étoit un cercle qui eût Ion centre au point 
P ; la courbe C M D ' feroit la Conchoïde de 
fSlicontede , qui auroit pour afymptoté la ligne 
ET, & pour pôle le point F. Mais fi elle étoit 
une parabole ; la. courbe C M D feroit la com- 
pagne de la Paraboloïde de Defcartes ( Geom, 
Liv. 5. ) , qui fe décriroit en même-tems au- 
defîbus de U droite ET par l'iaterfeâion de 
F P avec l'autre moitié de ia Parabole. {Con- 
fuitex la Note fei^iente,) 

PROPOSITION VIII. 

Problème. 
aj .^ on une ligne cmrhe A N(F^. 15. P/, I.) 
qui ait pour diamètre la ligne droite A P ^ avec 
un point fixe F hors de ces lignes • fait une autre 
ligne courbe CMD teiie que menant comme Tw» 
voudra , la droite F M P N , la relation de fes 
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partiel FK , FP , FM fiit exprimée par une equà^ 
lion quelconque. Il ejî quefiion de tirer du point 
donné M la tangente M T. 

Soit menée par le point F la ligne HK per-^ 
pendiculaire à F N , qui rencontre en K le dia- 
mètre A F i & en H la tangente donnée N H ; 
foient décrits du centre F & des intervalles FN , 
FP, F iM de petits arcs de cercle NQ., Po» 
M R terminés par la droite F » que l'on conçoit 
faire avec F N un angle infiniment petite 
Gela pofé. 

Si l'on nomme les connues FKjj; FH^r; 
F P , x; F M ,>> i F N , ^ i les triangles ferabk- 
bles PFK & poV, FMR & FPo & FNQ, 
HFN & N Q», »» RM & MF T donneront PF 

(x).FK(»):.po (A).i.P 3= ^. EtFP 
(;<).FM(^)>:P^(î^).MRi^|^.EtFP 
(x).FN(0-P<'(v)Na=^- Et 
tiF(i:).FN(0--:NQ('^.Q).(-A) = 
'-?^.Et»,R(Jj,).RM( 2^)::FM(j').- 

FT=^^. Or par le moyen de la différence 

de réquation donnée , on trouvera une valeur de 
li^etidxGcd^f dans laquelle mettarit à là plàcà 

de d^ fa valeur négative ^^^ ^ , parce que * 

Vroilfaht , i diminue i tous les termes feront 

affeftét 
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affeftés pat dx ; de forte que cette valeur ^tant 

enfin fubftituée dans ^^^^ , les dx fe détruiront» 

xxdy 

Et partant la valeur de F T fera exprimée en 
termes connus & délivrés des diiFérences. 

Si l'on fuppofoit que la ligne droite AP fut 
une ligne courbe , & qu'on menât la tangente 
PK, on trouveroit toujours pour FT la même 
valeur , 6c le raifonnement demeureroit le même* 
( Confultex la Note dix~feptietne. ) 

E jc s M p L s. 

aS-SuP Posons que la ligne courbe A îî 
(F/g. 14. VI. 1. ) foit un cercle qui paffe parf 
le point F ( tellement fitué à l'égard du dia- 
ittétre AP que h. ligne FB perpendiculaire à 
ce diamètre pafle par le centre G de ce cer- 
cle ) , & que P M foit toujours égale à P N ,' 
il eft clair que la courbe C M D , qui deviens 
en ce cas F M A , fera la Ciflbïde de Diodes , 
& que l'on aura pour équation \ -^y -^ i,x\ 
dont la différence eft dy =z zdx — d^ =^ 

atXxdx ~\- t77dx , /• 1 

^^ - — en mettant pour d^ fa valeur — 

î^^ trouvée ci-delTus ( Art. a/. J. Et partant f T 

^ xxdy ' 2tXX •+- J^^* 

Si le point donné M totnbôit fut le point A, 
les lignes FM, F N , F P feroient égales cha- 
cune à F A , comme auffi les droites F K , F H ; 
C 
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6c partant on auroit en ce cas F T = — j =r 

l Xy c'cft-à-dire que fi l'on prendFT = j AF, & 
qu'on mené la ligne AT, elle liera tangente en A. 
On peut encore trouver les tangentes de la 
CilToïde par le moyen de la première Propofi- 
tion , en menant les perpendiculaires N £ , M L 
&r le (Uamétre FB,Sc cherchant l'équation qui 
exprime le rapport de la coupée FL à l'appliquée 
L M ; ce qui fe fait ainfi. Ayant nommé les con- 
nues FB, 2a i FL ou BÈ y x; h M., y ^ les 
triangles femblables FEN. FLM, 8cla pro- 
priété du cercle donneront F L (x) . L M (j/ ) : : 
FE.EN::EN (|/a4* — **). EB (x). D'oil 

l'on tire vr =: , dont la dilFérence eft 2yiiy 

-— ^ . Et partant LO ( Art. 5, ) 
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pour yy fa valeur — j^;-. 

PROPOSITION IX. 

Problème. 
390 OIENT deux lignes courbes ANB, CPD, 
. éf une ligne droite V KT , (^Fig. 15. P/. \.^ fur 
Ufquelles foient marqués des points fixes A , G , F j 
Jalit de plus une autre ligne courbe EMG telle 
qu'ayant me;né par un de fef points quelconques M 
la_ droite F M N , d MP parallèle à k'^ i la re- 
lation de l'arc AN « l'arc CP fott exprimée par 



i>,Coot;lc 



t)ES iKFlHlMfiN^FEtltS* }$ 
Une équation ^quelconque. Il faut d'un point donné 
M fur la courbe EG mener la tangente M T. 

Ayant mené par le point cherché T la Upi^ 
TH parallèle à F M , & par le poiot donné M les 
droites MRK, MOH parallèles aux tangentes 
en P & en N , oA tirera Fm O n infiniment pro-' 
che de F M N , & »* K. f parallèle à M P. 

Cela pofé , li l'on nomme les connues FM > i j 
FN,ïiMK,aiCPxiAN,j';( donc Pp ou 
JAKt=z^x,^n = djf} les triangles Temblables 
FNm&FMO,MO»î &MHT, MR-w 6c 
MKT donneront FN (t) . FM (j) : : Nw (dj;) . 

MO — ^. Et MK(dx). MO (^-^y. : MK(«). 

M H = ~^. Or par le moyen de la différence 

de l'équation donnée l'on aura une valeur de dy 
en termes qui feront tous affeâés par dx » la-* 

quelle étant fubfti'tuée dans ^^ , les dx fe dé* 

truiront ; & partant la valeur de M H fera expri-^ 
mée en termes entièrement connus. Ce qui donn« 
cette conftruâion. 

Soit mené M H parallèle à la touchante en K 
& égale à la valeur que l'on vient de trouver : 
foit tirée HT parallèle à FM , qui rencontre 
en T la droite F K , par où & par le point 
donné M foit menée la tangente cherchée M T. 
( Confulte^ la Note dix 'huitième, ) 



,Coot;lc 



56 A N A L V s E 

E X E M F I. B. 

50.S I ï'o" '^^^^ 1"^ ^^ courbe A N B ( Fig. 1 tf. 
P/, 1 . ) foit un quart de cercle qui ait pour cen- 
tre le point fixe F ; que la courbe C P D foie 
le rayon A FF perpendiculaire fur la droite 
F K GQ.T B , & que l'arc A N (> ) foit tou- 
jours à la droite AP (x), comme le quart de 
cercle A N B (é) au rayon A F {a) 1 la courbe 
EMG deviendra la quadratrice A M G àcDi- 

ttojlrate , & l'on aura M H Q^^ == "^"^ ^ — - > 

puifque FP ou MK («) = «—;(,& FN(0 
=r=a. Mais l'analogie fuppofée donne ay=hx, 
& adj> = bdx. Mettznt donc dans la valeur de 
MH à la place de x & de djf leurs valeurs 

^St, — , on trouvera M H = — ~-^^ .. Ce qui 
b a fl * 

donne cette conftru£tion. 

Soit menée M H perpendiculaire fur F M , Se 
égale à l'arc M Q décrit du centre F , & foit ti- 
rée H T parallèle à F M ,* je dis que la ligne M T 
fera tangente en .M. Car à caufe des feâeurfe 
femblables F N B , F M Q , l'on aura F N ( a ). 

FMCO-NB (t— j').MQ = ^-i^. 

CoROllAIRE. 

5 1 iS I l'on veut déterminer le pdint G où la qua- 
dratrice A M G rencontre le rayon F B , ( Fig. 
ly. PI. I.) on imaginera un autre rayon Vgb 
infinimeni: proche de F G B ; & en menant gf 
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çarallelè à F B , la propriété de la quadratrice 
& les triangles femblables F Bfc , g/F reâangles 
enB&en/, donneront AK. AF : : Bi. F/: : 
F B ou A F . g/ ou F G. D'où l'on voit que fî l'on 
prend une troifieme proportionnelle au quart de 
cercle A B & au rayon A F, elle fera égale à'FG, 

c'eft-à-dire que FG= ^. Ce qui donne lieu 

d'abréger la conftruftion des tangentes. 

Car menant T E parallèle à M H , ( Fig. 1 6. 
PI. I,) les triangles femblables FMK, FTE 
donneront MK {a~^x) . MF(j)::ET ou 
MH C*-^^). FT :=: !£lll^£f^^-£i. En met- 
tant pour X fa valeur ^, & divifant enfuite le 

tout par h — _y s d'où il eft clair que la ligne 
F T eft troifieme proportionnelle à F G & à F.M. 
( Confulte^ la Note dix-neuvieme. ) 

PROPOSITION X. ^ 

Problème. ^ ■ ■ 

52. So I T une ligne courhe AME (Fig. l3- Vî:^.) 
telle qu'ayant mené d'un de Jet points quelconques 
M aux foyers F , G , H , &c. les droites M F , 
M G , M H , tfc. leur relation fait exprimée par 
une équation quelconque : d foit propofé de. mener 
du point donné M la perpendiculaire M"P f{tr la 
tangente en ce point. 

. Ayant pris fur la courbe AB l'arc Mm înfihi- 
ment petit. , Se mené les droites FRw ,' GwS , 
Cy 
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HmO , on décrira des centres F , G » H les petits 
arcs de cercles MR , MS , MO ; enfuite du cen- 
tre M & d'un intervalle quelconque on décrira 
de même le cercle CDE qui coupe les lignes MF , 
HG , MH aux points G , D , E , d'oà l'on abaif- 
fera fur MP les perpendiculaires CL , DK , El. 
Cette préparation étant faite , je remarque 

1°. Que les triangles rectangles MRjn , MLC 
font femblables ; car en ôtant des angles droits 
tMm, RM.C Tangle commun LMR, les reftes 
RMm , LMC feront égaux , & de plus ils font 
reétangles en R & h. On prouvera de même que 
les triangles reâangles ViSm & MKD, MOn'Sc 
MIE font femblables. Farunt , puifque l'hypo-- 
thenufe Mm eft commune aux petits triangles 
MRffi , MSm , MO;» , & que les hypotheni^es 
MC , MD , ME des triangles MLC , MKD , 
MIE font égales entr'elles ; il s'enfuit que les per- 
pendiculaires CL ] DK , El ont le même rapport 
entr'elles que les différences Km , Sm , Cm. 

3°; Q^e les lignes , qui partent des foyers fîtués 
du même câté de la perpendiculaire MP , croi0ent 
pendant que les autres diminuent , oii au con- 
traire. Comme dans la figure 1 8. FM croît de fa 
difTérence Km , pendant que les autres GM , 
H M diminuent de leurs Sm , Ow. 

Si l'on fuppofe à préfent , pour fixer fes idées , 
que l'équation qui exprime la relation des droites 
FM (x) , GM Cr) , HM (x) , (ohax -*- xj' — KK 
î=io , dont la différence eft adx + yÂx + xdy 
*» t^4%^=zo ^ Il çft évident que la tangente en 
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DES Infiniment Petits. 59 
M. ( qui n'eft autre chofe que la continuation du 
petit côté Mm du poligone que l'on conçoit 
( Art. j. ) con^fer la courbe A M 8 ) doit être 
tellement placée qu'en menant d'un de fes points 
quelconques m des parallèles mR t mS , mO aux 
droites FM , GM , HM , terminées en R , S , O 
par des perpendiculaires MR, MS , MO à ce$ 
mêmes droites , ion ait toujours l'équation a^^y 
xRï« -t-xx Sm — 2î;x Om=o :o\i (ce qui re- 
vient au même , en mettant à la place de Km , 
Sm, 0»î leurs proportionnelles C L , D K , El) 
que h. perpendiculaire M P à la courbe doit étrtt 
placée 5 cnforte que TTyX CL-i-xxDK — ' 
3 ^ X É I = 0. Ce qui donne cette conftruâîon* 
Que Ton conçoive que le point C ( Fig. 18. 19. 
PI. 2. ] foit cha^é du4)oidsâ+^ qui multiplia 
la différence «/x de la droite F M fur laquelle il 
eft iîtué , Se de même le point D du poids x , 
& le point E pris de l'autre côté de M par rap* 
port au foyer H ( parce que le tenne — 1 ^ ci < 
eft négatif J du poids 25;. Je dis que la droite 
M P qui palTe par le commun centre de pefanteur 
des poids fuppofés en C , D , E , fera la per-^ 
pcndiculaire lequife. Car il eft clair par les prin- 
cipes de la Mécanique , que toute ligne droite , 
qui palTe par le centre de pefanteur de plttfîeurs 
poids , les fépare , enforte que les poids d'une 
. part multipliés chacun par Êi diftaiice de cette 
droite , font précifément égaut aux poids de l*àu^ 
tre part multipliés aufTi chacun par fa diftance de 
cette même droit». Donc polant le cas que x ct9&- 
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iant, jiScx croiffent auffi , c*eft-à-dire , que les 
foyers F , G , H ( Fig> 1 9. Pi. 2. ) tombent du 
jnême côté de M P , comme l'on fuppofe. tou- 
jours en prenant la diiFérence de l'équation don- 
née félon . les règles prefcrites ; il s'enfuit que la 
ligne M- P laifTera d'une part les poids en C èc D , 
& de l 'autre le poids en É , & qu'ainiî l'on aura 
A-^y xCL-4-xxDK— 2;;xE.I=o,qmétoit 
r^uation à conftruire. 

Or je dis maintenant que puifque la conûruc- 
tioii^ e{l bonne dans ce cas , elle le fera auffi dans 
tous les autres ; car fuppofant , par exemple , que 
le - point M change de lïtuation dans la courbe , 
enlorte que x croiffant , >* & < diminuent , c'eft- 
à-dire., que les foyers G, H (Fig. 18. PI, 1. ) 
paifent de l'autre côté de M P y il s'enfuit i ■*. 
CArt. 8. ) Qu'il faut changer dans la différence 
de l'équation donnée les fîgnes des termes affeâés 
par Hy t à^y ou par leurs proportionnelles D K , 
E I i de forte que l'équation à conftruire fera 
dans ce nouveau cas «h-^'x C L — xxDK 
M- i^x E 1=0. 2". Que les poids en D & E 
changeront de côçé par rapport à MP; & qu'ainû 
Von a ura par la propriété du centre de pefanteur 
«> -+-^ X C L — XX0K+ 2;çxEl = o,quieft 
l'équation à conftruire. Et comme cela arrive tou^ 
iours dans tous les cas polïïbles , il s'enfuit , &c. 

11 eft évident que le même raifonnement fub- 
fiûera toujours , tel que foit le nombre des foyers , 
& telle que puiilè être l'équation donnée ; de 
Ibrte que ï'pn peut énoncer ainfi kconftruâion 
général». 
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Soit prife la différence de l'équation donnée 
dont je fuppofe que l'un des membres foit zéro , 
& foie décrit à difcrétion du centre M un cercle 
G D E qui coupe les droites MF , MG , MH aux 
points C , D , E , dans lefquels foient conçus 
des poids qui «yent entr'eux le même rapport 
que les quantités qui multiplient les différences 
des lignes fur lefquelles ils font fitués. Je dis que 
la ligne M P qui paffe par leur commun centre 
depefanteur, fera la perpendiculaire requife. Il 
eft à remarquer que fi l'an des poids eft négatif 
dans la di^rence de l'équation donnée , il, le 
faut concevoir de l'autre côté du point M par 
rapport au foyer. 

Si l'on veut que les foyers F ,. G , H ( Fïg. 20. 
Vl. 2. ). foient des lignes droites ou courbes fur 
qui les droites MF, MG, MH tombent à angles 
droits, la même conflruftion aura toujours- Heu. 
Car menant du point m pris infiniment près de 
M les perpendiculaires ïJb/ s »^ , mA fur les foyers, 
& du point M les petites perpendiculaires M K , 
M S , MO fur ces lignes ; il eft clair que Rm fera 
la différence de M F , puifque les droites MF, 
p./ étant perpendiculaires entre les parallèles F/, 
MR , elles feront égales , & de même que ^m efî 
Ja différence de MG , & Om celle de MH ; & on 
prouvera enfuite tout le relie comme ci-deffus. 

On peut encore concevoir que les foyers F , G, 
H ( F/^. 21. VI. 2. ) foient tous où en partie des 
lignes courbés qui ayent des commencemens fixes 
& invariables aux points F , G , H , & que la 
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ligne courbe A M B foit telle qu'ayant mené * par 
exemple « d'un de Tes points quelconques M les 
tangentes M V , MX 6c la droite M G ; la rela- 
tion des lignes mixtilignes FVM, HXM & de 
U droite G M. foit exprimée par une équation 
çiuelc(»ique' Car ayant mené du point m pris in- 
finiment près de M la tangente m h , il eft clair 
qu'f Ue rencontrera l'autre tangente eu point V 
( puifqu'elte n^eft que la continuation du petit arc 
Vu coniîdéré bomme une petite droite ) ; & par- 
tant que ii Pon décrit du centre V le petit arc de 
cercle AIR ; Km fera la dïifërence de la ligne mix- 
tiligne FViVl qui devient FVaRw. Et tout le 
refte fe démontrera comme ci-devant. { Conful- 
tex la Note ^o). 

M' Xrchirnhaus a donné la première idée de ce 
Vrohlême dam fon Livre de ta Médecine de l'ef- 
prit • M. Fatio en a trouvé enfuite une ftdution 
trh-ingénieafe qa'il a fait inférer dans les Jour' 
naux dHoUande : jnais la manière dont ils t^ont 
conçu , u'eji qu*un cas particulier de la cott/lru^îon 
générale que je vient de donner. 

ExEMPLB I. ' 

3Î- San flxx-+-ï'j'>'+c^3;— /'=(? Clesdroitcs 
a» hy Cj f font données ) dont la dilKrence eft 
ûxdx+bj/dj'-+cxdx-=o. C'eft pourquoi conce- 
vant en C C Tig. 22. P/. 2. ) le poids ax, en D 
le poids J^, & en E le poids c^ , c'eft-à-dire, 
des poids qui foient entr'eux comme c» reâan- 
gles i la ligne MP qui paffe par leur commun 
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Dts Infiniment Petits. 45 
centre de pefanteur , fera perpendiculaire à la 
courbe au point M- 

Mais fi l'on mené F O parallèle à CL, «cque 
l'on prenne le rayon M C pour l'unité, lescrian. 
gles femhlablcs MCL , MFO donneront FO 
= X X C L ; & de même menant G R parallèle à 
D K , & H S parallèle à E 1 , on trouvera que 
G R =jf xDK&HS = KXEI;de forte qu'ea 
imaginant aux foyers F , G , H les poids a , fc , c ; 
la l^e MF, qui pafle par le centre de pefanteur 
des poids ax, bjt , c < fuppofés en C , D , E, 
pafîera au^ par le centre de pefanteur de ces nou- 
veaux poids. Or ce centre eft un point fixe , puif> 
que les poids en F , G , H , ^voir a , 6 , e, font 
des droites confiantes qui demeurent toujours les 
mêmes en quelque endroit que fe trouve le point 
M. D'où il fuit que la courbe A M B doit Être 
telle que toutes fes perpendiculaires fe coupenc 
dans le même point , c'eft-à-dire , qu'elle fera un 
cercle t^ui aura pour centre ce point. Voici donc 
une propriété très-remarquable du cercle que Ton 
peut énoncer ainfi. 

S'il y a &f un même plahi autant de poids 
^ i b, c , &c. que l'on voudra , Ikués en F , G , 
H , &c. & que l'on décrive de leur commun 
centre de pefanteur un cercle AMB ; je dis 
qu'ayant mené d'un de fes points quelconques 
M, les droites MF, MG, MH,&c. lalbmitie 
de leurs quarrés multipliés chacun par le poids 
qui lui répond , fera toujours égale à une même 
quantité. 
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Exemple IL 

34. Soit la courbe AMB ( Fig. aj. PL i.y 
telle qu'ayant mené d'un de fes points quelcon-. 
^ues M au foyer F qui eft un point fixe , la droite 
M F , & au foyer G qui eft une ligne droite la 
perpendiculaire M G ; le rapport de MF à MG 
foit toujours le même, que de la donnée <t à la 
donnée h. 

Ayant nommé FM , x ; MG, ^ ; on aura x . 
jr'.ia .h i bt. partant ay=zhx dont la différence 
e^ adj/ — hdx^=o. C'eft pourquoi concevant 
en C pris au-delà de M par rapport à F le poids h , 
& en D (à pareille diftance de M ) le poids a , 
& menant par leur centre commun de pefanteur 
]a ligne MP , elle fera la perpendiculaire requife. 

Il eft clair par leprincipe de la balance , que fi 
l'on divife la corde C D au point P , enforte que 
C P . D P : : a . & ; Je point P , fera le centre com- 
mun de pefanteur des poids fuppofés en C 5c D. 

La courbe AMB eft une feâion conique.- fça- 
voir une Parabole lorfque a=J} , une Hyperbole 
lorfque a furpaiTe h , & enfin une Ëllipfe lorfqu'il 
eft^ moindre. ( Confulte^ la Note ai.) 

ExbhfleIIL 

35. Si après avoir attaché les extrémités d'un, 
jfil FZVMGMXYH {Fig. 24. PL 2.) en F&en 
H , & avoir fiché une petite pointe en G , on 
fait tendre également ce fil par le moyen d'un 
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llile placé en M, enforte que les parties FZV, 
H YX foient roulées autour des courbes qui ont . 
leur origine en F & H , que la partie M G foit 
double , c'eft-à-dire , qu'elle foit repliée en G , 
& que les chofes demeurant en cet état l'on faflè 
mouvoir le Aile M ; il eft clair qu'il décrira une 
courbe A M B. Il eft queftion de mener d*un 
point donné M fur cette courbe la perpendicu- 
laire M P , la pofition du fil qui fert à la décrire 
étant donnée en ce point- 

Je remarque que les parties droites M V , MX 
du fil font toujours tangentes en V & X , 6c que 
fi l'on nomme les lignes mixtilignes F Z V M , x; 
HYXM, x; la droite MG, j/,- & une ligne 
droite prife égale à la^ longueur du fil , a ; l'on 
aura toujours x-*-2j'-*-K=^ • d'où je connois 
que la courbe AMB eil comprife dans la conf- 
truftion générale. C'eft pourquoi prenant la dif- 
férence dx-^ 2d_y-i-d :ç_zz=: o , & concevant en G 
le poids I , en D le poids 2 , & en Ë le poids i ; 
je dis que la ligne MP , qui paffe par le centre 
commun de pefanteur de ces poids , fera la per- 
pendiculaire requife. 

PROPOSITION XL 

PROBLEME. 

36.30 I EN T deux lignes quelconques APB, 
EQF {Fig- 25. PI- 2.) dont l'on fça/che mener • 
les tangentes P G , Q.H ; & foit une ligne droite 
-P Q fur laquelle foit marqué un point M. Si l'on 
conçoit que les extrémités F y Q de cette droite 



, Google 



46 ANAtrsE 

^iffent le long des lignes AB, EF, il eji claîf 
que lé point M décrira dans te mouvement une 
ligne courbe CD. // ejl quefiion de mener d'un 
point donné M fur cette courbe la tangente M T. 

Ayant imaginé que la droite mobile P M Q, 
foit parvenue dans la fîtuation infiniment proche, 
pmq y on. tirera les petites droites PO, M R ^ 
QS perpendiculaires fur FQ., ce qui formera 
les petits triangles reâangles pOP , wîRM , qSQ,i 
& ayant pris PX ^ale à MQ, on mènera la 
droite H KG perpendiculaire fur PQ» & l'on 
prolongera O P en T , où je fuppofe qu'elle, 
rencontre la tangente cherchée M T. Cela po^ 
fé, il ell clair que les petites droites Op^Rm, 
S^ feront égales entr'elles , puifque par la conf*^ 
truâion P M & M Q. font par tout les mêmes. 

Ayant nommé les connues P M ou K Q., a j 
MQoaPK, b; KG,/; KH, g; &la petite 
droite Op ou Rm ou S^ , ^^ ; les triangles fem- 
blables PKG & pOP, Q,KH & qSQ don- 
neront PK(t).KG (/)::pO(<i>).OP = 

^.^(lKia).KH(g)::qSidj^).SÇi= 
^. Or l'on fçait par la Géométrie commune qua 
MR = 2ZiN2^2!5lM=fe^. Ainfi 
les triangles fembUbles wR M, MPT donneront 
wR ((^i-) . RM (■^^^^) : : MP (a), PT = 

^"^i^ . Ce qu'il falloit trpuvcr. ( Confulte^ la 
Note pingt-deuxieme. ) 
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PROPOSITION XII. 
Problème. 

37.5)oiENT deux lignes quelconques BN > FQ. 
{Fig. 26. PI. 2.) (ja/ ayent pour axes les droites 
BC j ED qui s'entre-coupent a angles droits au 
point A i & fois une ligne courbe h M telle qu'ayant 
mené ^un de fes points quelconques M /m droites 
MGQ.. MPN parallèle a AB, KE. ; la relation 
des efpaces EGQF {le point E efi un point fixe 
donné fur la droite A E , Ù la ligne "EF efi parai' 
lele à AC) APND, Û les droites AP,PM, 
P N , GQ, fait exprimée par une équation quel- 
conque. Il efi quefiion de mener d'un point donné 
M fur la courbe L M , /a tangente M T. 

Ayant nommé les doonées Se variables A P 
ou GM,x;PMou AG.^;PN,a.GQ,t; 
Pefpace E G Q F . j ; l'efpace APND, * ; & les 
iEbutangentes données P H , a ; G K , & i l'on aura 
PpouNS ou MR=::=i/x,GgouR«ouOQ.— 

■ — ^ i Sn=— du=: "~ , à caufe des triangles 

femblables HPN . NS» ; O^ =^< = — <^ , 
N?pn^dt = udx,6iQGgq^ds=: — ^dy; 
où. l'on doit obferver que les valeurs de R m & 
S n font négatives , parce que A P (x) croiflànt , 
PM(>)6cPN(tf) diminuent. Cela pofé , on 
prendra la différence de l'équation donnée, dans 
laquelle on mettra à la place de 4t yds^duy d^ 
leurs valeurs udx, — ^dy^—^,—^ ; c% 



, Google 



48 Analyse 

qui donnera une nouvelle équation qui exprime-* 

ra le rapport cherché de dykdx^ ou de MP à PT. 

Exemple I. 
58.S 1 T jH-^^:^f H-ax, On aura en prenant 
les différences ds-i- 2^dx=^dt+uiix-i~xdu f Se 
mettant à la place de ds^dt, dx^du leurs va- 
leurs , on trouvera — xây -,— = iudx — ■ 

uxdx j, V 1, - «— ry^'''\ 2.ayxi -¥■ aybt 
-T' ^"^ '"^ "" ' ^ ^-^)= tu,-/,iu - 

Exemple II. 
39S01T t^t, donc ds = dt i c'eft-à-dire, 
— Idj, = udx , & partant PT (^) = — ^.Ot 

comme cette quantité eft négative, il s'enfuit 
( Art. 10. ) que l'on doit prendre le point T du 
côté oppofé au point A origine des x- bi l'on fup- 
pofe que la ligne F Q l'oit une hyperbole qui ait 
pour afymptotes les droites AC, AE , enforte 
que GQ.(<)=-, & que la ligne BND foit 
une droite parallèle à A B , de manière que PN 
(a) foit par tout égale à la droite donnée c ; il 
eft clair que la courbe L M a pour afymptote la 

droite A B , & que fa foutangente P T ( — -^^ 

= ^- c : c'eft-à-dire qu'elle demeure pat tout la 
même. 

La courbe L M eft appellée dans ce cas Lo- 
garithmique, CConfultcx lu Note vingt-troifieme. ) 
PROPOSITION 
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PROPOSITION XIII. 

Problème. 

40.S o I E N T deux lignes quelconques B N , F Q 
( F/g. 27. VI. 2. ) qui a)/ent pouf axe la même 
droite 'QÂyfur laquelle foient marqués deux points 
fixes A , Ë ; fait une troifieme ligne courbe L M 
telle qu*ayant mené par un de fes points quel- 
conques M là droite A N , décrit du centre A 
Farc de Cercle M G , ^ tiré G Q parallèle à 
E F , perpettdiculiaire fur A3 ; la relation des 
c/pacM EGQ.F(s), ANBft), & des droi- 
tes A Id ou AG iy)^ Afi (z).GO.(u)i 
foit exprimée par une équation quelconque. Il faut 
mener d'uti point donné M /itr fa courbe LM. Id 
tangente M T. 

Après avoir lîierié la droite AT M perpendi- 
culaire fur A M N , foit imaginé une autre droite 
Amn infîhiment proche de AMN^ uti autre 
arc mg , une autre perpendiculaire gq,t^ décrit 
du centre A le petit arc N S : on nommera les 
foutangentes données AH,aiGK,i;&ori 
aura Rwïou Gg = dyy Sn=^d\\ les triangles 
femblables HANsNSw, KGQ&QO^, 

donneront auffi SN=— , Oq-=.'^ du =z 

^ , G ag'g = — ^r = «^J' , A N» ou A N xf 

j^ S .= — dir:=\ ad^. Oh ihettrà toutes ces va- 
leurs danç la différence de Téquation donnée , Se 
l'on eii former» une nouvelle , d'où l'on tirera 
D 
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une valeur de rf^ en dy. Or à caufe des fcfteurs & 
des triangles femblables A N S & AMR, »ï R M 
& M A T , on trouve A N (k) . A M (j/ ) : : N S 

(fà).MR=:^.Et^RW.RMC^^) 
î:AM(j').AT=S>2^^. Si donc l'on met 

dans cette formule à la place de <;/? fa valeur en 
dy y les différences fe détruiront , & la valeur de 
la foutangente cherchée AT fera exprimée en ter- 
mes entièrement connus. Ce qu'il fallmt trouver* 

Exemple I. 

41.S OIT uy — s z=.zx — f , dont la différence 
eft udy -Jr-ydu — ^/j = i-^d^ — dtyCe qui donne 

( après la fubftitution faite ) dx = '^^"^^^'^^ i 
& en mettant cette valeur dans ^^ , on trouve 

A rp /\aiuyy — Zauy^ ' 

Exemple IL 
42.S OIT j ^ 2f , donc cïi'= ^dt , c'eft-à-dire , 
-'udy^~adx,o\ldx. = ^i & partant AT 

/• ^yy^t -\ __ ^yy 
^ ii^y ^ Il ' 

Si la ligne B N eft un cercle qui ait pour centre 
le point A ) & pour rayon la droite A B = A N 
= c , & que f Q,foit une hyperbole , telle que GQ. 

(a)=i:^i il eft clair que la courbe L M fait une 
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infinité de retours autour du centre A , avant qua 
^'y parvenir ( puifque lefpace FEGQ devient in- 
fini, lorfquelepoint Gtombeen A), &que AT 

= ■^. D'où l'on voit que la raifon de A M à AT 

eft conftante ; & partant que l'angle A M T ell 
cft par tout le même. 

La courbe L M eft appellée en ce cas Logarhh' 
miquefpirale* (Confulte^ la Note vingt-quatrième,} 

PROPOSITION XIV. 
Pr obléme. 

43. Soient fur un même plan deux courhet 
quelconques AMD , BMC (F/g. 28. PI. a.) 
qui fe touchent en un point M , à fait fur le plan 
de la courbe B M C »n point fixe L. Si Con conçoit 
a prefent que la courbe BMC roule fur la courbe 
AMD en s'y appliquant continuellement , enforte 
que les parties révolues A M , B M f<tient toujours 
égales entr'elles ; // efl viftble que le plan BMC 
emportant le point L , ce point décrira dam ce 
mouvement une efpèce de roulette I L K. Cela pofé , 
je dis que fi l'on mené dans chaque différente pofi- 
tion de la courbe BMC (^ du point décrivant L au 
point touchant Ht) la droite LM i elle fera per-^ 
pendiculaire à la courbe I L K. 

Car imaginant fur les deux courbes AMD, 
BMC deux parties^ 7» , Mm égaies entr'elles 
& infiniment petites , on les pourra cohfîdérer 
(/^rr. 5. ) comme deux petites droites qui font 
jiu point M un angle infiniment; petit. Or afin 
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que le petit côté Mm de la courbe ou poligône 
BMC tombe fur le petit côté Mw du poUgono 
A M D » il faut que le point L décrive autour 
du point touchant M comme centre un petit 
arc L /. 11 eft donc évident que ce petit arc fera 
partie de la courbe ILK j & par conféquent que 
la droite ML, qui lui eft perpendiculaire , fera 
auifi perpendiculaire fur la courbe ILK au point 
L< Ce qu'il falloic prouver. 

PROPOSITION XV. 

FrObléhc. 

44i Oo 1 T OM angle reSUligne quelconque MLN « 
( Fig. 19. P/. a. ) elont les cotés LM, LN touchent 
deux courbes quelconques A M ^ B N. Si Pon fait 
gtijfar ces cotés autour de ces courbes , enforte qu'ils 
tes touchent continuellement ,' il ejl clair que le 

fommet L décrira dans ce mouvement une courbe 
ILK. Il ejl quejlion'de mener une perpendiculaire 
LC fur cette courbe , la pnjttion de l'angle MLN 
étant donnée. 

Soit décrit un cercle qui pafîê par le fommet 
L , & par les points touchans M , N } foit menée 
par le centre C de ce cercle la droite CL : je dis 
qu'elle fera perpendiculaire à la courbe ILK. ■ 

Car confidérant les courbes AM_ , BN comme 
des poBgones d'une infinité de côtés > tels que Mm, 

■ Nm i il eft évident que fi l'on fait gliffer les côtés 
LM , LN , de l'angle reÛiligne MLN , qu'on 
fuppofe demeurer toujours le même , autour des 
joints fixes M i N , (on cQnfidére les tangentes 
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LM , LN comme la continuation des petits côtés 
M/, Ng ) jufqu'à ce que le côté LM de l'angle 
tombe fur le petit côté Mw du poligone AM 8c 
l'autre côté LN fur le petit côté Nb du poligone 
' BN'i -le fommet L décrira une petite partie ht de' 
l'are de cercle M L N , puifque par la conftruc- 
tion cet arc eft capable de l'angle donné MLN. 
Cette petite panie U fera donc commune à la 
courbe ILK i & par conféquent la droite CL > 
qui lui eft perpendiculaire , fera auffi perpendi- 
culaire fur cette courbe au point L. Ce qu'il fal- 
loit démontrer. 

PROPOSITION XVI. 
Problème. 
45. Soit ABCD (F/g. 52. PI. 5. J une cordé 
parfaitement fléxihle à laquelle foient attachés dif- 
férens poids A , B , C , &c. qui (fyent evtr*çùx 
tels intervalles A B , B C , Ùc. que l'on voiidra. 
Si l'on traîne cette corde fur un flan horizontal 
far Pextrênrité D , le long d'une courhe donnée 
DP i il efl clair que ces foids fe diffoferont , enforte 
qu'ils feront tendre la corde , tf qu'ils décriront 
enfuite des courbes AM , BN , CO , éfc. On de- 
mande la manière d'en tirer les tangentes , la po- 
rtion de la corde A B C D étant donnée avec la 
grandeur des foids. 

Dans le premier inftant que l'extrémité D 
avance vers P , les poids A , B , C , décrivent 
ou tendent à décrire autant de petits côtés A a , 
B h. Ce despoligones qui compofent les courbes 
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AM, BN*, CO i & par conféquent il ne faut pour 
en mener les tangentes AB , BG , CK , que dé- 
terminer la direâion des poids , A , B , C dans 
ce premier inAant , c'eA-à-dire > la pofition des 
droites qu'ils tendent à décrire. Pour la trouver , 
je remarque 

I". Qije !e poids A eft tiré dans ce premier inf- 
tant fuivant la direâion AB ; & comme il n'y a 
aucun obftacle qui s'oppofe à cette direftion , 
puifqu'il ne traîne après lui aucun poids, il la doit 
îuivre ; & partant la droite AB fera la tangente 
en A de la courbe A M. 

30. Que le poids B eft tiré fuivant la dire£lion 
BC ; mais parce qu'il traîne après lui le poids A 
qui n'eft pas dans cette direâion , & qui doit par 
conféquent y apporter quelque changement , le 
poids B n'aura pas fa direâion fuivant BC , mais 
fuivant une autre droite BG > dont il faut trouver 
]a pofition. Ce que, je fais ainfi. 

Je décris fur B G comme diagonale le reftangle 
E F , dont le côté B F eft fur A B prolongée i & 
fu|^ofant que la force avec laquelle le poids B eft 
tiré fuivant BC , s'exprime parBC, il eft vifible; 
par les règles de la Mécanique , que cette force. 
38 C fe peut partager en deux autres B E & B F , 
c*eft-à-dire , que le poids B étant tiré fuivant la 
^ireétion B C par la force BC , c'eft la même 
chofe que s'il étoit tiré en même tems par la force 
B E fuivant la direélion B E , & par la force B F 
fuivant la direâion BF. Or le poids A ne s'oppofe 
point h h direâion BË , puifqu'elle lui eft pçr.- 
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pendiculaire j & par conféquent la force BE 
fuivant cette direction demeure toute entière : 
mais il s'oppofe avec toute fa pefanteur à la di- 
reftion BF. Afin donc que le poids B avec la 
force BF vainque la réfiftance du poids A , il faut 
que cette force fe diftribue dans ces^oids à pro- 
portion de leurs maffes ou grandeurs ; c'eft pour- 
quoi fi l'on divife EC au point G , enforte que 
C G foit à G È comme le poids A au poids B ; 
il eft clair que E G exprimera la force reftante 
avec laquelle le poids B'tend à fe mouvoir fuivant 
la direftion B F , après avpir vaincu la réfiftance 
du poids A. Il eft donc ^évident que le poids B eft 
tire en même tems par la force B E fuivant la di- 
rection B E , & par la force E G fuivant la di- 
reâion BFou ECj & partant qu'il tendra à 
aller par B G avec la force B G : c'eft à-dire , que 
B G fera fa dîreâion , & par conféquent tan- 
gente en B de la courbe BN- 

5°. Pour avoir la tangente C K , je forme fur 
G D comme diagonale le reftangle H I , dont le 
côté CI eft fur B C prolongée ; & je vois que le 
poids B ne réfifte point à la force C H avec la- 
quelle le poids C eft ciré fuivant la direftion C H , 
mais bien à la force G I avec laquelle il eft tiré 
fuivant la direâion G I , & de plus que le poids 
A réfifte auflî à cette force. Pour fçavoir. de com- 
bien , je tire A L perpendiculaire fur C B pro- 
■ longée du côté de B , & je remarque que fi A G 
exprime la force avec laquelle le poids A eft tiré 
fuivant la direÛion AB , BL exprimera celle avec 
D4 
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laquelle ce même poids A efl tiré fuivant la 
ilireâion 6C ; de forte que le poids C avec 
ja force Ç I doit vaincre le poids entier B , & 
de plus une partie du poids A qui ell à ce poids 
A comine BL ell i BA, ou BF à BC. Si 

donc l'on-feit B + ^|^. G::DK.KH, il 

ell clair que C K fera la direûion du poids C , 
Se par conféquent la tangente en C de la ttoi- 
^ u- rr* 



Jîeme courbe CO. 



Si le nombre des courbes étoit plus grand , 
pn trouveroit de la même manière la tangentç 
de la quatrième , cinquième , &c. Et fi l'on 
vouloit avoir les tangentes des courbes décri- 
tes par les points moyens entre les poids , on 
jes trouveroit par l'art. j6. i,Voj/e\laNote 25- )• 
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SECTION m. 

PJage au calcul des différences pour trouver les plus 
grandes Ù les moindres appliquées , oàfe réduii- 
Jim les quejîions De maximis 6c>ninimis. 

D]ËEI~HITIOH I. 

SO I T une ligne courbe M D M ( F/g. 50. p . 
Î5. 54. P/. î. dr 3. ) dont les appliquées P M , 
£ D , P M foient parallèles entre'elles , & qui foit 
telle que la coupée A P croiflànt continuellement» 
l'appliquée PM croiflè auflî jufqu'à un certain 
point É , apràs lequel elle diminue * ou au con- 
traire qu'elle diminue jufqu'à un certain point E , 
après lequel elle croifle. Cela pofé. 

La ligne E D fera nommée la plus grande ou 
ia moindre aj^liquée. ' ^ 

DéflKITlOH II. 

Si Ton propofe une quantité telle que F M , qui 
foit compofée d'une ou de plufieurs indéterminées 
telles que AP, laquelle A P croiflànt continuel- 
lement 1 cette quantité P M croiflè aufîi jufqu'à 
un certain point E , après lequel elle diminue , ou 
au contraire ^ & qu'il faille trouver pour A P, une 
valeur AE telle que la quantité ÉD qui en eft 
compofée , foit plus grande ou moindre que toute 
autre quantité P M^ femblablement formée de A P. 
Cçl* s'appdle une qu^on De maximis àminimis. 
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ÏROPOSITION 

Générale. 

46. lu A nature de la ligne courbe M D M étant 
donnée ,* trouver pour AP une valeur AE telle que 
^appliquée E O foit la plus grande ou la moindre 
de fes fomhlàbles P M. 

Lorfque A P croiflant , P M croît auflî i il eft 
évident (^rf. 8. 10.) que fa différence R m fera 
pontive par rapport à celle de A P ; Se qu'au con- 
traire lorfque P M diminue , la coupée A P croif- 
fant toujours» fa difôrence fera négative. Or toute 
quantité qui croît ou diminue continuellement, 
ne peut devenir de pofîtive négative , qu'elle ne 
paflTe par l'infini ou par le zéro ; fçavoir par le zéro 
ïorfqu'elle va d'abord en diminuant. & par Tinfini 
lorfqu'elle va d'abord en augmentant. D'où il fuit 
que la différence d'une quantité qui exprime un 
plus grand ou un moindre , doit être égale à zéro 
ou à l'infini. Or, la nature de la courbe M D M 
étant donnée , on trouvera {Se^, i. ou 2.) une 
valeur de R»3, laquelle étant égalée d'abord à 
zéro , & enfuite à l'infini , fervira à découvrir la 
valeur cherchée de A Ë daçs l'une ou Tautre de 
ces fuppofîtions. 

Remarque. 

47. L A tangente en D {Fig. 30. } i . PI- *. ) eft 
parallèle à Taxe AB, lorfque la différence Rt» 
devient nulle dans ce point ; mais lorfqu^He de- 
vient infinie , la tangente fe confond avec l'appli- 
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quéeED. (Fig. 55. 54. PL 3.) D'où l'on voit 
que la raifon de w R à R M , qui exprime celle de 
l'appliquée à la ibutangente , eft nulle ou infinie 
fous le point D. 

On conçoit aifément qu'une quantité , qui di- 
minue continuellement , ne peut devenir de pofi- 
tive négative fans pafler par le zéro ; mais on ne 
voit pas avec la même évidence que lorfqu'elle 
augmente , elle doive pafler par Tinfini. C'eft 
pourquoi pour aider l'imagination , foient enten- 
dues des tangentes aux points M , D , M ; ( Ftg» 
^o. 31. PL z.) il eft clair dans les courbes où 
la tangente en D eft parallèle à l'axe A B , que 
la foutangente PT augmente continuellement à 
mefure que les points M , P , approchent des 
points D , £ ; Ôc que le point M tombant en D, 
elle devient infinie ;& qu'enfin lorfque AP fur- 
pafle A E, la foutangente P T devient.( Art. i o.) 
négative de pofitive qu'elle éioit , ou au contraire. 
(^Confulte^ la Note a 6.') 

Exemple I. 
48.S'0'PPOSONS quex' -t-yzzaxy (AP=:x, 
PM=j', AB=ra) (Fïg. 35. PL 5. ) exprime 
la nature de la courbe M D M. On aura en pre- 
nant les différences }xxdx-h ^yydy=. axdy -^aydXi 

& ày=V^ — - "^ ^ = o , lorfque le point P 

3yy — «î^ 
tombe fur le point cherché E , d'où l'on tire^ = 

2^ i & fubftituant cette valeur à la place de y 

dans l'équation x' -yy^ = axy , on trouve pour 
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A E une valeur x = J « yi telle que l'appliquée 
£ D fera plus grande que toutes Tes femblables 
P M. ( Confultex i" Note vingt'feptieme. ) 
Exemple II. 

49.S01TJ/ — a=ia^x a~ x'i , l'équation qui 
exprime la nature de la courbe M D M. ( Fig. 53. 

P/. 3. ) On aura en prenant les différences, dy — 

•— —^ — ~ que j'égale d'abord à zéro j mais parcequo 

cette fuppofition me donne - 2(:?xi'a=:oquinepeut 
faire connoître la valeur de A Ë , j'égale enfuite 

~ — ^ à l'infini , ce qui me donne jya — x-o; 

é'qii l'op tire x = a , qui eft la valeur cherchée 
de AE. ( Confutte^ le Note vin^t'huitiçme. } 

ËXBMFI.G III. 

50.boiT une demie roulette accourcie AMF, 
{Fig> 56. P/. 3.) dont la bafe B F eft moindre 
que la demi-circonférence A N B du cetcle gé- 
nérateur qui a pour centre le point C II faut dé- 
terminer le point E fur le diamètre A B , en forte 
que l'appliquée £D foit la plus grande qu'il eft 
poflible. 

Ayant mené à difcrétion l'appliquée P M qui 
coupe le demi-cercle en N , on concevra à l'ordi» 
naire aux points M , N , les petits triangles MRm, 
NS», & nommant les indéterminées AP, x; 
FN,^} l'aie AN,Si 6cIesdonnées ANB,*»} 
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BF,J;CA ou CN,c; l'on aura par la pro* 
priété delà roulette ANB(a).BF<t)::AN ' 

(a).NM = ^. DoncPM = ^ + -,&radif- 

férence R m ^ ^-^ ^ ^= o lorfque le point P 

tombe au point cherché E. Or les triangles reftan- 
gles N Sw , N P C font femblables i car fî l'on ôte 
des angles droits CNn,PNS l'angle commun 
C N S . les reftes S N « , P N C feront égaux. Et 
partant CN r^) «CP (c — x) : : NmC^h). Sn 
(<f^) = '^ 1^ — jf " .Donc en mettant cette va- 
leur à la place de d^, dans aà^ -f- hàu = , on trou- 

acdu — 'axdu-i^ ècda n \ «i 

vera =r , d ou 1 on tirera x 

c 

( qui eft en ce cas A E ) = c + — . 

11 eft donc évident que fi l'on prend C Ë du. 
côté de B quatrième proportionnelle à la demi* 
ïSrcônférence A N 6 , à la bafe B F , & au ra- 
yon C B . le point E fera celui qu'on cherche. 
i^Confulte^ la Note vingt- neuvième.') 

Exemple IV. 

5i.Cotjt Eft la ligne donnée AB (F/g. jj. 
VI. 5. ) en un point E , enforte que le produit 
du quarré de l'une des parties A K par l'autre 
' £B , foit le plus grand de tous les autres produits 
formés de la même manière. 

Ayant nommé l'inconue A E , ?f j & la don- 

jaée ÂB, a; on aura A£ xEB=:<ïxxi — x'. 
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qui doit être un plus grand* C'eft pourquoi on 
im:^inera une ligne courbe MD M , telle que la 
relation de l'appliquée M P (>■ ) à la coupée A P 

(x) foit exprimée par l'équation j» = - ^ ^ , & 

on cherchera un point E tel que l'appliquée E D 
foit la plus grande de toutes fes femblables P M j 

ce qui donne dy :^ = o, d'où l'on 

tire A E ( X ) ^ j «. 

Si l'on veut en général que x" x a — x foit un 
plus grand {m 6in peuvent marquer tels nombres 
qu'on voudra ) , il faudra que la différence de ce 
produit foit égale à zéro ou à l'infini , ce qui don- 

heiwx" 'dxxa — -x — na — x dxXx'^=z 

o , d'où en divifant par x" r~ ' X <ï — x dx^ l'on 

tire am — mx — nx =o,6f:AE(x)= a, 

Si»ï=i,&» = — I, l'on aura A E = la , 
& il faudra alors énoncer le Problême ainfi. 

Prolonger la ligne donnée A B ( Fig 5-7. Pi. 5.) 
du côté de B en un point E, enforte que la quan- 
tité g-^ foit un moindre , & non pas uii pluf 
grand ^ car l'équation à la courbe M D M fera 
- ■ ^ -=r^ , dans laquelle fi l'on fuppofe x=« , 

l'appliquée P M qui devient B C fera — , c'eft-à- 
dire, infime i & fuppofant x infinie, l'on aura ^ 
=x,c'eft-à-dire , quel'appUquée fera auffi infinie' 
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Si 7»= I , & »= — 2 , l'on aura AE= - a; 

d'où il fuit que l'on doit énoncer le Problème 

alors en cette forte. 

Prolonger la droite donnée AB ( Fig. 38. P/. 

3. ) du côté de A en un point £ , enforte que la 

. , A E X AbV . , j 

quantité - — z=z — loit plus grande que toute au- 
B£ 

tre quantité femblable ^^é~^- ( Confulte^ la 
BP 

Note trentième. ) 

ExEMPIE V. 

51. La lignedroite AB(Fi^. 39. PI. 3. ) étant 
diviféc en trois parties A C , C F , F B , il feut 
couper fa partie du milieu C F au point E , en- 
forte que le rapport du redtangle A E x E B au 
reftangle C E x E F folt moindre que tout au- 
tre rapport formé de la même manière- 

Ayant nommé les données AC,â; CF, h * 
C B , c ; & l'inconnue C E , x ; l'on aura A E = 
<i + x,EB = c — X, EF = fe — X, & partant 
le rapport de A E x E B à C E x E F fera 

ac •+■ ex — ax — xx ... a • t .^1 a 

• z qui doit être un moindre, k. elt 

pourquoi 11 l'on imagine une ligne courbe MDM, 
telle que la relation de l'appliquée P M (j' ) à la 
coupée C P ( X ) foit exprimée par l'équation j/ = 

aac -+- acx — aax — axx « n - r 11 ■ \ 

■ ; , la queftion le réduit à 

»X XX * 

trouver pour x une valeur C E telle que l'appli- 
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quée E D foit Ja moindre de toutes fès fetnblar 
blés P M. On formera donc (^ en prenant les dif^ 
férences , & divifant enfuite par adx ) l'égalitÔ 
cxx — «XX — hxx -h lacx — abc =: o , dont l'une 
des racines réfout la queftion. 

Si c = « -4- 1 , Ton aura x -^ { h- (. Gonfultex 
là Note tretjie-umeme. ) 

EXBMPLB Vl. 

55. Entre tous les Cônes qui peuvent être 
jnfcrics dans une fphére déterminer celui qui a là 
plus grande furface convexe. 

La qucftion fe réduit à déterminer fur le dia- 
mètre AB du demi- cercle AFB ( Fig. 40. PL 3. ) 
le point E; enforte qu'ayant mené la perpendi- 
culaire EF, & joint AF, le reéiangie AFxFE 
foit le plus grand de tous fes femblables ANxNP; 
Car fi l'on conçoit que le demi-cercle AFB faffe 
une révolution entière autour du diamètre AB , il 
eft clair qu'il décrira une fphére , & que les trian- 
gles reftangles A E F , A P N décriront des cônes 
infcrits dans cetre fphére , dont les furfaces con- 
vexes décrites par les cordes AF , AN, feront 
entr*elles comme les rectangles AFxFE, ANxNP- 

Soit donc l'inconnue A E = x > la donnée AB 
=r a, on aura par la propriété du cercle A F =: 
}/ax , 'EV^=y'ax ~xxi Se partant AFxFE 
= '\/jiaxx — axi qui doit être un plus grande 
C'eft pourquoi on imaginera une ligne courbe 
M D M telle que la relation de l'appliquée P I^ 
(>- ) à la coupée A P C x ) foit exprimée par l'é- 

quacioa 
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quation '"**""*' =:;_y . & l'on cherchera le 

point E , enforte que l'appUquée ED foit plus 
grande que toutes fes femblables PM. On aura 

1 1 j ■ <f f 2.axdx — ixxdjt 

donc en prenant la diftérence — ' t= ; 

d'où l'on tire A E (x) = f a. C ConfultcK la Note 
trente-deuxième, ) 

ExEMfLEVII. 

54. O N demande entre tous les Parallélépipèdes 
égaux à un cube donné a' , & qui ont pour un 
de leurs côtés la droite donnée b , celui qui a la 
moindre fuperficie. 

Nommant X un des deux côtés que l'on cher- 
che > l'autre fera ~ ; & prenant les plans alterna- . 

tife des trois côtés h,x,~ du parallélépipède , 

leur fommefçavoir Jx+— H-^ fera la moitié 

de fa fuperficie qui doit être un moindre. C'eft 
pourquoi concevant à l'ordinaire une ligne courbe 

r ix ad, an 1. 

qui ait pour équation — + — + -r- =^ ^» 1 on trou- 
vera en prenant la différence ~ — ^^-^ = o , 
d'oti Ton tire xx = ^, & x ^ y'^ ; de forte 
que les trois côtés du parallélépipède qui fatisfait. 
à la queftion, feront le premier t, le fécond '^-ry 
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& le troHïeme |/^- D'où l'on voit que les detix 

côtés que l'on cherchoit , font ^gaux entr'eux, 
( ConfultCK la Note trente- troi/ieme. ) 

EibmplbVIU. 

55- On demande préfentement entre tous les 
Parallélépipèdes qui font égaux à un cube donné 
«' , celui qui a la moindre fuperficie. 

Nommant x un des côtés inconnus , il eft clair 
par l'exemple précédent, que les deux autres côtés 

feront chacun |/— ; & partant la fomme dca 

pians alternatifs qui eft la moitié de la fuperficie , 

fera — + a \/a^ x qni doit être a» moindre. Ceft 

pourquoi fa difiïrence — j- ~-~ = o , d'où 

l'on tire x =: d ; & par conféquent les deux autres 
côtés feront auflî chacun =a i de forte que le cu- 
be même donné fatisfait à la queftion. 

ExEHPIS IX. 

56.I_,A ligne AEB CFig. 41. Pi. 5.) ^«nt 
donnée de poiîtion fur un plan avec deux points 
fixes C , F ; fie ayant mené à un de fes points 
quelconques P deux droites CP fa ) » PF C î ) > 
fpit donnée une quantité compofée de ces indé- 
. terminées « & ^ , & de telles autres droites don- 
nées dj b j8cc. qu'on voudra. On demande qu'elle 
4oit être la pofition des droites C£ , £F , afin 
que la quantité donnée , qui en ejl compofée > 
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fbit plus grande ou moindre que cette quantité f 
lorfqu'elle eft compofée des droites CP , PF. 

Suppofoiis que les lignes C£, EF ayent là 
pofîtion reqUife j & ayant joint C F , cohcevoils 
une ligne courbe DM , telle qu'ayant mené à 
diferétion PQ.M perpendiculaire fwCFj l'ap- 
pliquée QM exprime la quantité donnée : il eit 
clair que le point P tombantau point E , l'applÎJ 
quée QM qui devient OD, doit être la moin- 
dre ou la plus grande de toutes Tes femblablesi 
11 faudra donc que fa différence foît alors égalé 
à zéro ou i l'infini : c'efl pourquoi û la quantité 
donnée eft , par exemple , au + ix* l'on aurat 
M du-t- i^d ^= , Se par conféquent d u ; 
— d^:: 2x.a. I)'o6 l'on voit déjà que d t. doiÉ 
être négative par rapport à du ,* ç'eft-à-dire ^ 
que la pofition des droites C E , E F doit êtrgi 
telle que u croilTant > < diminue. 

Maintenant fi l'on mené E G pefpendiculairei 
^ la ligne A E B ^ & d'un de Tes points quel- 
conques G les perpendiculaires GL , Gl fur 
CE, E F ,• & qu'ayant tiré par le point à 
pris infinimcht près de E , les droites CKe j- 
F e H , on décrive des centres C , F les petits 
arcs de cercle E K , E H : on formera les trian- 
gles reftangles ELG Ôc EKc, EIG & EHe* 
qui feront femblables entr'eux i car ii l'on ôte 
des angles droits G E e , L E K le même angle 
hKe y les reftes L E G * K E e feront égaux j 
on prouvera de même que les angles lEG, 
H £ c feront égaux. On aura donc G L . G I 

E2 
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:: K<t çrfa). Hff C— rf<) :: 2 ^ - *j. D'oïl i! 
fuit que la poiition des droites CE, £F doit 
être telle qu'ayant mené la perpendiculaire E G 
fur la ligne AEB» lefinus GL de l'angle GE G 
foie au finus G 1 de l'angle G Ë F , comme les 
quantités qui multiplient d^ font à celles qui 
multiplient du. Ce qu'il falloir trouver. C Con^ 
fulte^ la Note trente^quàtrieme. ). 

COKOLXAIBE. 

57. Oi l'on veut à préfent que la droite CE 
foit donnée fie pofition Se de grandeur , que la 
droite £ F le foit de grandeur feulement , Se 
qu'il faille trouver fa pofition , il eft clair que 
l'angle GEC étant donné, fon finus GL le 
fera auffi, & par conféquent le finus GI de ' 
l'angle cherché GEF. Donc fi l'on décrit un 
cercle du diamètre E G , & que l'on porte la 
, valeur de G I fur fa circonférence de G en I ; 
la droite Ë F qui paiTe par le point I aura la 
pofition requtfe. 

Soit «K -t- ft^ la quantité donnée ; on trouvera 

G 1 = — t — j d'où l'on voit que quelque lon- 
gueur qu'on donne à EC&àEF, la pofition 
de cette dernière fera toujours la même , . puif- 
qu'elles n'entrent point dans la valeur de GI , qui 
par conféquent ne change point. Si a = 6 , il eft 
clair que la pofition de K F doit être fur C E pro- 
longée du côté dèE i puifque GL= GI , lorfque 
les points C , F tombent de part & d'autre 4e la 
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ligne A £ B : mais lorfqu'ils tombent du même 
côté, l'angle FEG iFîg.^i. PI. 5.) doit être 
pris égal à l'angle C E G. 

Exemple X. 
5^*Lb cercle AEB ( Fig. 4a. PL. 3. ) étant 
donné de pofition avec les points C, F hors dç. 
ce cercle ; trouver fur fa circonférence le point E 
tel que la fomme des droites C E , E F foit la 
moindre qu'il eft poflible. 

Suppofant que le point Ë foit celui que Ton 
cherche ; & menant par le centre O la .ligne . 
OEG, il eft clair qu'elle fera perpendiculaire 
fur la circonférence AEB ; & partant (^Art. 
<jf. ) que les angles F E G , C E G feront ég^aux 
entr'eux. Si donc Von mené E H , enforte que 
l'angle E H O foit égal à l'angle CEO , & 
de même E K , enforte que l*angle E K O foit 
égal à l'angle FEO, & les paraMeles "ï: D , 
EL à OF.OCi on formera les triangles fem-. 
blaWes O C E & O E H , O F E & O E K , 
HDE& KLEi & en nommant les connues 
OEouOAouOB,diOC.i^OF,<:i& 
les inconnues ODouLE,x;DEbu OL,^; 

l'on auraOH = ^,OK=~,& HD(j( — 
y ) . DE Cv ) : : KL (^ — y ) . LE (xJ.Donc xx 

— ~ = ^y^ 4- ^ , qui eft une équation à une 

hyperbole que l'on conftruita - facilement i & 
qui coupera le cercle au point cherché - E. 



i."ii>,Cooglc 



fO 



Analyse 
Ç Confulie^ la Note trentC'cinqmeme- ) 

Exemple XL 
59-XJ N voyageur partant du lieu C ( Fig 43. 
VI, ^. ) pour aller ai) Heu F , doit traverfer deux 
campagnes féparées par la ligne droite A E B. 
^n fappofe qu'il parcourt dans la campagne du 
côté C i'efpace a dans le temps c . & dans l'autre 
du côté de F I'efpace h dans le même tems c : on 
demande par quel point E de la droite A Ë B il 
doit pafier , aBn qu'il employé le moins de tems 
qu'il eft pofliblepour.parvenirdeCenF. Si l'on 

faiMrCEC«):;c--7-- Et t . EF (?)':: c, 
^. Il eft clair que — exprime le tetnp? que le vo- 
yageur employé à parcourir la droite CE , & de 
jnêniç que y- .exprime celui qu*il employé à par- 

pourirEF,* de forte que^-+-^ doit être un 

fnoinàre. D'où il fuît ( Art- 56. ) qu'ayant mené 
P G perpendiculaire fur la ligne A B > le iînus de 
i'angle G E C doit êtreau finus de l'angle GEF , 
^mme fi eft à fc. 

Cela pofé, fi l'on décrit du pomt cherché E , 
cpmme centre , de l'intervalle EC , le cercle CGH , 
^ qu'on mené fur la droite A E B les perpendicu- 
J^resCA. liD , FB,&furCE,EF les per- 
pen4iculaires G L , G 1 ; l'<m aura « . t : : G L . 
bî OtGL^AE, atGI=:ED, parce que 
ÎÇ^Îfi^fles^çaangles QEL&ÇCA, GV,\ 
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8c £ H D fonc égaux & femblables etitr'eux , com- 
me il eft facile à prouver. C'eft pourquoi fi l'on 
nomme Tînconnue A E , x ; on trouvera £ O 

^ — : & nommant les connues AB,/}AC,;} 

BF,Âi les triangles femblables EBF,EDH 

donnerontEB(/— x).BF(A)::ED(^)'. 

DH ='-Tr^ — . Mais à caufe des trianeles reftan- 

af — ax ^ 

gles E D H , K A C , qui ont leurs hypothenufês 
EH , EC égales, l'on aura ËÛ*-+-i5H*=ËÂ' 

+ AG , c'eft-à-dire, en termes analytiques, — ^ + 

—7? r— = xx-*-gg:De forte que étant lés 

aaff - Zaajx + aaxx " * 

fractions , & ordonnant enfuite l'égalité , il vien- 
dra aaj^ — loéifi^ -I- àaffxx — xaafggx -¥■ aaffgg z= g. 
— hb -h ibbf -¥■ aa^ 

-hhff 

— hbkk 

On peut encore trouver cette équation de la 
manière qui fuit, fans avoir recours à l'exemple 9. 

Ayant nommé comme auparavant les connues 
AB,/; AC,giBF,A;ac finconnuc AE , x ; 
on fera a . G E ( j/^:;r^) : : c . îtoif = au 

tems que le voyageur employé à parcwirir ladroi - 
te CE. Et de même h . E F ii//f^2j3e-i-xx-t-hk) 

: :f .,£i^E^^E^ÏÎ = autemsque J^ypyâ- 
E4 
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geur employé à parcourir la dr oite EF. Ce qui fera 

eSï5+22H2^i^=àu„ ™,w„ ; 8c 

■/■■ ftfi cxdx erdx — cfJM 

partant fa différence . ' ■*' .,., ' 

s=oi d'où Ton tirci en dîvifant par edx & en 
Étant les incornmenrurables , la même égalité que 
ci-devant , dont l'une des racines fournira pour 
A Ë la valeur qu'on cherche. ( Confultex U Nite 
trente- fixieme, ) 

E X E M r I. B XIL 

Éo. Soit une poulie F ( Fig. 44. VI. ?. ) qui 
pend librement au bout d'une corde ^F atta- 
chée en C» avec un plomb D fufpendu par la 
corde D F B qui palTe au-deflus de la poulie F > 
& qui eft attachée en B , enforte que les points 
C , B font lîtués dans la même ligne horizontale 
CB, On fuppofe que la poulie Ôc les cordes 
n'ayent aucune pefanteur ; & l'on demande en 
quel endroit le plomb D , ou la poulie F doit 
s'arrêter. ^ 

Il eft clair par les principes de la Mécanique 
que le plombD defcendrà le plus bas qu'il lui fera 
pofUble a au-deffous de l'horizontale C B i d'oil il 
fuit que la ligne à plomb D F £ doit être un plus 
grand. C'eft pourquoi nommant les données CF, 
aiDPQyhi CB,ç;S l l'inconnu e C E , x j l'on 
aura E F — \/fiu — x^ , F B = y ^-i- c e — "^, 

& DFE = i — l/«fl -4- ce — 3CX ■+• Yaa—xx 

'qui doit être xax plus grand ; & partant fa diffife- 
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_. _ ■ - =z , d OU Ion tire 



VM-+-ce icx 

a«* — zecxx — aaxx ■+■ aacc :=: , & divifànt par 
X —c 5 il vient 2«x — aax — aae = , dont l'une 
des racines fournit pour C £ une valeur telle que 
la perpendiculaire K D pafîè par la poulie F Se le 
plomb D , lorfqu'ils font en repos- 

On pourroit encore réfoudre cette queftion 
d'une ' autre manière que void. 

Nommant EF,>';BF,^; l'on aura h 
,— ^ j^y = à un plus grand ; & partant àyz=L:d%. 
Or il eft clair que la poulie F décrit le cer- 
cle C F A autour du point C comme centre j 
& partant fi du point / pris infiniment près de 
F , Ton mené /R parallèle à C B , & /S per- 
pendiculaire fur B F , l'on aura F R = (/> , & FS 
= (^;^. Elles feront donc égales entr'elles ; &par 
conféquent les petits triangles reftangles FR/, 
FS/, qui ont de plus l'hypothénufe F/ commune, 
feront égaux & femblables ; d'où l'on voit que 
l'angle RF/ eft égal à l'angle S F/, c*eft-à- 
dire , que le point F doit être tellement fitué 
dans la circonférencç. FA , que les angles faits 
par les droites Ë F , fB fur les tangentes en F , 
îbient égaux entr*eux : ou bien ( ce qui revient 
au même) que les angles BF G, DFC foient 
égaux. 

Cela pofé , fi l'on mené F H , enforte que l'an- 
gle F H C foif égal à l'angle C F B ou C F D ; les 
triangles CBF, CF H feront femblables i comme 
aufli les triangles réftangles E C F , E F H , puif- 
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que l'angle C F E eft égal à l'angle F H E , étant 
l'un & l'autre le complément à deux droits , des 
angles égauzFHC , CFD; & par conféquent 

onauraCH = ",&HE(x — j).EF (^ ) 

:: EF(/). EC(x). Doncxx — — =j3'=«d 

— XX par la propriété du cercle , d'où l'oa tire 
la même égalité que ci-devant. 

EzËlkFKB XIII. 

6i. L'ÉLÉV AtiON du pôle étant donnée » 
trouver le jour du plus petit crépufcule. 

Soit C ( Fig. 4^. P/. 5. ) le centre de la fphére ; 
APTOBHQle méridien ; H Dd O Thorifon ; 
Q E e T le cercle crépufculaire parallèle à l'ho- 
rifon ; A M N B Féquareur ; F E D G la portion 
du parallèle Sl l'équateur , que décrit le Soleil le 
jour du plus petit crépufcule , renfermée entre les 
plans de l'horifon & du cercle crépufculaire } P le 
pôle auftral j P E M , P D N des quarts de cer- 
cles de dédinaifon. L'arc H Q ou O T du mé- 
ridien compris entre Thorifon & le cercle crépuf- 
culaire , & l'arc O P de l'élévadon du pôle font 
donnés j & par conféqiient leurs fînus droite 
CI ou PL ou Q.X, & OV. L'on cherche le 
finus C K de l'arc E M ou D ï^ de la dédi- 
naifon du Soleil. lOTfqu'il décrit le parallèle ED. 

S'imaginant une autre portion ftd^ d'un 
parallèle à l'équateur , infinimeat proche de 
FEDG , avec les quarts de cercle Pe»i, 
fdn; il eft clair que le tems que le Soleil 
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employé à parcourir l'arc E D , devant être un 
moindre t la 4ifît-rence de l'arc M N qui en eft 
la mefure , 8f qui devient m n lorfque K D de- 
vient ed^ doit être nulle.; d'où il fuit que les 
petits arcs Mm , K» , âc par conféquent les 
petits arcs B.;, Sd ^ feront égaux entr^enx. Or 
les arcs RE, SD étant renfermés entre les 
mêmes parallèles £ D , ed ^ font auffî égaux , 
Se les ahgles en S & en R font droits. Donc 
les petits triangles reâangles ER«, US à (q^iû 
l'on confidére comme reâiiignes (^rr. 3.) à 
caufe de l'infinie petitefle de leurs cètés ) , fe- 
ront égaux & femblables ; & par conféquent les 
jhypothénufes Ee , Dd feront auM égales entr'elles. 
Cela pofé , les droites D G , E F . /:/g , (/com- 
mune feftions des p'ans F E D G , fedg parallèles 
^ à réquateur, avec l'horizon & le cercle crépufcu- 
laire , feront perpendiculaires iur les diamètres 
HO, Q.T ,puifque les plans de tous ces cercles fe- 
ront perpendiculaires chacun fur le plan du méri- 
dien ; & les petites droites Gg , F/ feront égales 
entr'elles , puifque les droites F G, /g font parai- 

lel es. Donc y ^p^' — g^* ou D G — i^ g = 

|/Ê^* — Tf ou /<: — F E. Or il eft clair par ce 
que l'on a démontré dans l'article 50. que fi l'on 
mené à difcrétion dans un demi-cercle deux ap- 
pliquées infiniment proches , le petit arc qu'elles 
renferment , fera à leur différence , comme le ra- 
yon eft à la coupée depuis le centre , ce qui donne 
ïçj (à çaufe des cercles HDO,QET)CO.CG 
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.• : D ^1 ou E e . D G — ^g ou /c — F E : : I Q . T P 
::COh-IQouOX.CG-i-IFouGL. Maisà 
caufedes triangles reÛangles femblables CVO , 
CKG,FLG.VonauraCO.CG::OV.GK. 
EtGK.GL::CK.FLouQX. DoncOV - 
CK::OX.Xa::Xa-XH par la propriété 
dii cercle : c*eft-à-dire , que fi l'on prend Q X 
pour le rayon ou finus total dans le triangle 
reftangle Q X H , dont l'angle H Q X eft de 9 
degrés, parce que les Aftronomes font l'arc HQ 
de 18 d^rés , l'on aura comme le fînus total 
eft à la tangente de 9 degrés , de même le fi- 
nus de l'élévation du pôle eft au fînus de la 
déclinaifon auftrale du Soleil dans le tems du 
plus petit crépufcule. D'où il fuit que fî Ton 
ète 0.8002875 du logarithme du finus de l'é- 
4evàtian du pôle > le refte fera le logarithme du 
finus cherché. Ce qu'il falloir trouver. ( Coït' 
fulte^ la 'Note trente-feptieme^ ) 



'^^ 
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SECTION IV. 

Vfage du calcul des di0renees pour trouver les 
points d'inflexion & de rehroujfement, 

CO M M E l'on fe fervira dans la fuite des 
différences fécondes , troifiemes , &c. il 
cft néceflaire d'en donner une idée avant que 
d'aller plus loin. 

DÉFINITION *I. 

La portion infiniment petite dont la diffé- 
rence d'une quantité variable augmente ou di- 
minue conrinuellement , cft appellée la différence - 
de la différence de cette quantité , ou bien fa 
différence féconde. Ainfi fi l'on imagine une troî- 
fieme appliquée nq CFïg.46. VI. 3.) infiniment 
proche de la féconde mp , Se qu'on mené m S 
parallèle à A6, Ôc m H parallèle à RSj on ap- 
pellera Hjï la différence de la différence R»î, 
ou bien la différence féconde de P M. 

De même fi l'on imagine une quatrième ap- 
pliquée of infiniment proche de la troifiéme 
nq , ôc qu'on mené n T parallèle à A B , & 
«L parallèle à ST; on appellera la diifêrence 
des petites droites Hn , Lo, la différence de la 
différence féconde, ou. bien la, différence troijiemc 
de P M. Et ainfi des antres. C yoye% la Note 38.) 
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ÂVBlLTlSlEHBtfT. 

On marquera dam la fuite chaque différenct! 
par un nombre de d qui en exprime l'otdre ou 
le genre* Par exemple j on marquera par dd là 
di0rence féconde ou du fécond genre ; par ddd « 
la différence troifieme ou du troifieme genre j par 
dddd , la différence quatrième ou du quatrième 
genre , & de même des autres. Ainfi ddy expri^ 
mera Hn,',dddy, Lo — Hn ou Hn — Lo , ^c. 

Quant aux pui^ances de ces différences , on Ici 
marquera par des chiffres pnflérieurs mis awdeffus ,• 
comme Von fait ordinairement celles des gran-^ 
deurs entières. Par exemple , le quarré , ou le 
cube de dy fera dy' , ou dy' ,• le quarré , ou le 
cube de ddy fera ddy* , o«ddy' ; celui de dddy 
fera dddy' , ou dddy' ; celui de ddddy fera 
ddddy* , ou ddddy' , àc ( Fqyei la Note 59. ) 

Corollaire I. 

£2. Si l'on nopime chacune des coupées AP^ 
Ap , Aq , A/ , X * chacune des appliquées 
PM, pm i q»y fo y j> ; Se chacune des por- 
tions courtes AM, Am, A», Ao, u ; ileft 
clair que dx exprimera les différences Vp^pq^ 
^Z des coupées ; djf les différences Km , S« , 
To des appliquées ; & du les différences M m, 
mn y no des portions de la courbe AMD- 
Or afin de prendre , par exemple , la différence 
féconde H n de la variable F M . il faut ima- 
giner fur Faxe deux petites parties Pp , pq. 
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& fur la courbe deux autres Mm ^ m n pour 
avoir les deux différences Km ^ Sn ; & par- 
tant fi l'on fuppofe que les petites parties Pp , 
p'q foient égales enu'elles ; il eft clair que dx 
fera confiante par rapport ^ d_y 8c ^ du ^ puif- 
que Pp qui devient p q demeure la même pen- 
dant que R m qui devient S n , & Mm qui 
devient m n , varient. On pourroit fuppofer que 
les petites parties de la courbe }Am , mn fe- 
roient égales entr'elles , & alors du feroit conf- 
iante par rapport ^ dx Si k djf ; 6c enfin fi 
l'on fuppofoit que Km Se Sn fuffènt égales , 
djf ieroit confiante par rapport à dx & à^/a, 
& fa différence H « ( ddj> ) feroit nulle. 

De même pour prendre la différence troifie- 
me de P M , ou la différence de la différence 
féconde H», il faut imaginer fur l'axe trois pe- 
tites parties Pp, p^, qf; fur la courbe trois 
autres Mm , w » , m ; &; fur les appliquées 
aufli trois autres Km y Sn, To, Se alors on 
aura dx ou, du ou djf pour confiante, félon 
qu'on fuppofera que les petites parties P p t pq, 
qff ou M*», m n i no, ouRw, Sm, ïo font 
égales entr'elles. Il en eft de même des diffé- 
rences quatrièmes , cinquièmes , &c. 

Tout ceci fe doit auflî entendre des courbes 
AMD , ( Fig. 47. P/. 3. ) dont les appliquées 
BM, Bffï, B» partent toutes d'un point fixe 
B j car pour avoir , par exempte , la différence 
ibconde de B M , il faut imaginer deux autres 
appliquées Bth , B» qui faffenc des angles MB/» , 
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ffiB» infiniment petits , & ayant décrit du cen- 
tce B les petits arcs de cercle M R , f» S ; la 
différence dçs petites droites R m , S n , fera la 
différence féconde de B M j & l'on pourra pren- 
dre pour conftants les petits arcs MR. mS , 
ou les petites portions de la courbe Mm, mn, 
ou enfin les petites droites Km, S ». Il en va 
de même pour les différences troifiemes, qua- 
trièmes , Sec. de l'appliquée BM. 

Rbhabque. 
^Î-On doit bien remarquer , 1°. Qu'il y a 
di^rens ordres d'infiniment petits : que Km, 
(Fïg. 46..P/. 3-) par exemple , eft infiniment 
petite par rapport à F M , & infiniment grande 
par rapport à Hh; de même que l'efpace M Pp?» 
eft infiniment petit par rapport à l'elpace A P M , 
& infiniment grand par rapport au triangle MKm. 
2°. Que la différence entière P/ eft encore in- 
finiment petite par rapport à AP ; parce que 
toute quantité qui eft la Tomme d'un nomtre 
fini de quantités infiniment petites, telles que 
Vp , pq t qfç^r rapport à une autre A P , 
demeure toujours infiniment petite par rapport 
à cette même quantité : Ôc qu'afin qu'elle de- 
vienne du même ordre , il faut que le nombre 
des quantités de l'ordre inférieur qui la compofe » 
foit infini. 

COROLLJLIRSH. 

64. On, peut marquer en cette forte les différen- 
ces fécondes dans toutes les fuppoficions polTibles-, 
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1°. Dans les courbes où les appliquées .wï R j 
h S font parallèles entr'elleis j ( Fîg. 48. 49. PI. 3. ) 
on prolongera la petite droite M>» en H bà 
elle rencontre l'appliquée Sn ; 8c ayant décrit 
du centre m , de Tintervalle Mtt , l'arc h^, bA 
tirera les petites drûitea ni , //, ^cg dont là 
première foit parallèle à mS, èç les deux aùtfeài 
k Sn. Cela pofp , fi l'on veut que dx foit conf- 
tante , c'eft-à-dire ^ que M R, foit égale à >» S j 
il eft clait que le triangle m S H eft femblablé 
&égal au uiangle MR»ï,i & qu'aihfî H» 6ft 
iJi^> , c*eft-à-dire , U difFérettce de R>w & S» j 
&H^=:(^É/a; Mais fi l'Ort fuppofe que dû foit 
confiante , c'eft-à-dire i que M.in==?>3n ou h, 
m k • il eft évidçnt alors que le triànglç >» g i^ 
çft letnblable de égal au triangle MRâ $ ,& 
qu'ainfî k.c=:ddjf , & .Sg bu ira 3=:ï/(?ifi 
Enfin fi l'on prend 'dy pour confiante j c'eft^ 
à-dire , w R =r n S » il s'enfuit qtre le triaiiglé 
mil eft égal Se femblatde ati triangle M R ^ j 
& qu'ainfî iS oU nl=ddxi U Lk.^==Ldd'u. 

z^. Darts les courbes dont les appliquées B M j 
È;n , Bm partent dq même point B , ( F/g. 5 6- 5 t . 
P/. 5. ) Ton décrira du centre B les arcs MR ) 
m S , (jue l'oïi regardera ( Art. j. ) "comhîè^ de 
petites droites perpendiculaires fur É hj ^ E « j 
Çc ayant prolongé Mm en £i & décrit çlii ceïi- 
tre ffi j de l'intervalle ot n jj le petit arc rt^^ ) 
on fera l'angle EwH^ffîBn^ & l'on tirei-i 
les petites droite»»/, li^ \cg dont la pre- 
mière foit parallèle à mS , & les deux àutfel 
F 
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à s M. Cela pofé , à caufc du triangle B S w 
reftangle en S , l'angle BotS -f- mBn , ou -t- EmH 
vaut un droit , & partant l'angle B m E vaut 
un droit-»-SwH; il vaut auflî le droit MR w 
+ RM;>i , puifqu'il eft externe au triangle KMm. 
Donc l'angle SmH = RMot. 

Il fuit de ceci , i°' Que fi l'on veut que dx foit 
conllante, c'eft-à-dire que les petits arcs MR , 
m S foienc égaux entr'eux , le triangle SmH fera 
femblable & égal au triangle KM m , Se qu'ainU 
Wnzizddyt Se Hk.=ddtt. i". Que fi l'on prend du 
pouf confiante , le triangle gmk fera femblable & 
égal au triangle RMm, ôc qu'ainfi^f exprimera 
ddy , 8c Sg ou fîi , ddx, Enfin , 5 *. Q.uc fi l'on prend 
dj> pour confiante, les triangles imt , R Mw feront 
égaux & femblables ^ 8c qu'ainfi iS ou In = </^x , 
Sclk=ddu. 

PROPOSITION I. 

PHOBLÉME. 

65 -Ir R E N D R E la différence d'une quantité com- 
pofée de différences quelconques. 
■ On prendra pour confiante la. différence que 
l'on voudra , & traitant les autres comme des 
quantités variables , oh fe fervira des régies pref- 
crites dans la Seâion première. 

La différence de —' , en prenant dx pour çonf- 

«„te , fera ^^^^ . & ■'"''y^ yj''!''^' ^ ^^ 
nant djf peut confiante. 
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Celle de ^''^ ^, ■'*' ' ■'' , ea prenant Jx pour 
ronflante , fera Jx V'dx'- -i- <Jv» + .^-'' ■'' ' , le 

tout divifé par A.c'eft-à.dlre-'^'''''^/;'^'-^^.'"^.- 
& en prenant i^j* pour confiante , elle fera 

tout divifé par ^x% c.àd ^^'^'itff ;y~; f-^ 

La différence de .ZJL^ , en jprenant dx pou» 

confiante; hrndy'-t.yddy\/dx'-¥^dy^ — ' ^f J, i 
le tout divifé par dx' + et)i'\, c'eft-à-dire, 

ix'dy-^dyyyd^'Hy^ ^ ^^ j 

n t, r dx*dy^ -+- dy* — ydydxédx 

confiante, elle fera { , . •^, •-, f 

dx. -+~ dy^Y ix -^dy ■ 

La différence dé dx' ^ dy-y.dx' ^jy;^ o„ 



^^'~^4y' * , en [tenant an pour confiante , fera 

- — àxdiy 

T—^ixiydiy^y.àx'^-\-dy'^ '^ -^ dxdddy y. dx ^-*-dy'^ * 
dx^ddy* 

. Mais il faut obferver que âans ce dernier cas il 
n'ellpas libre de prendre ^^ pour confiante, car dans . 
■cette fuppofition fa différence ddy feroit nuJie , 8c 
par conféquent elle ne devroit pas fe rencontref 
dans la quantité propofée. ( Confultex. la Note 40. ) 
■ F a 
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Définition II. 

tiorfqu'une ligne courbe AFK {Fig 52. 53, 
54. 55. PI. ^, 4. ) ell en partie concave & en par- 
tie convexe vers une ligne droite AB ou vers un 
point fixe B ,* le point F qui répare la partie con- 
cave de la convexe , & qui par cooféquent eft la 
fin de f'une &: le commencetnent de l'autre , efl 
appelle point d'inflexion , lorrquê la courbe étant 
parvenue en F continue ion chemin vers le même 
côté : & point de rehroa/fement , lors qu'elle re- 
broufiè chemin du cdté de Ton origine. 

PROPOSITION II. 

Problème Général. 

66. JL A nature de la ligne courbe AFK étant 

donnée , déterminer le point d'inflexion ou de re- 

hroujjement F. 

Suppofons en [vemier Heu que la ligne courbe 
AFK(F/^. 52. 5?- PI- î* 4- ) ait pour diamètre 
une ligne droite A B , & que Tes appliquées P M , 
E F , &c. foient toutes parallèles entr'elles. Si Ton 
mené par le point F , l'appliquée f E avec la tan- 
gente FL i & par un point quelconque M de la 
partie A K , une appliquée M P avec une tangen- 
te MT : il eft clair, 

lo. Dans les courbes qui ont un point d'înflé- 
'xion, que la coupée AP croifiant continuelle- 
ment , la partie AT du diamètre, interceptée en- 
tre l'origine des jc & la rencontre de la tangente , 
croît aufli jufqu'à ce que le point P tombe en E , 
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aprfes quoi elle va en diminuant ; d'oii l'on voit 
que AT qui répond à l'appliquée en P, doit 
devenir un plus grand A L , lorfque le point 
P tombe fur le point cherché E. 
■ a». Dans celles qui ont un point de rebrouffe- 
ment, que la partie AT croiflant continuelle- 
ment , la coupée A P croît aufli jufqu'à ce que le 
point T tombe en L, après quoi;eUe va en dimi- 
nuant ; d'où l'on voit que A P qui répond à AT , 
doit devenir un plus grand A E , lorfque le point 
T tombe en L. 

Or il l'on nomme A E, Xi EFjj'il'on aura AL 

=^^— X)dontladifFérence,c[uieft ■^' '^7"^ ~ ' " 
■ — rfx ( en fuppofant dx confiante ) , étant divifée 
par (^x différence de AE, doit être ( Art. 47.) 

nulle ou infinie; ce qui donne — ^^ = 0, ouà 

l'infini : de forte que multipliant par Jy* , & divi- 
fantpar — y -, il vient ^(^ = 0, ou à l'infini; ce qui 
fervira dans la fuite de formule générale pour trou- 
ver le point d'inflexion ou de rebrouffement F. 
Caria nature de la courbe A F K étant donnée , 
Ton aura une valeur de dy en rfx ; & prenant la 
différence de cette valeur , en fuppofant dx conf- 
tante , on trouvera une valeur de ddy en dx'^ , la- 
quelle étant égalée d'abord à zéro , & enfuite à 
l'infini j fervira dans Tune ou l'autre de ces fup- 
pofitions à trouver pour AE une valeur , telle que 
l'appliquée E F aille couper la courbe A F K au 
point d'inflexion ou de rebrouflement F. 
F 3 
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L'origine A des x peut être tellement fitiiéc 

que AL^=x— ^, aulieude^ — x, & quc^ 

AL ou A E foit un moindre au lieu d'être un plus 
grand : mais comme la conféquence eft toujours la 
même, & que cela ne peut fa'ire aucune difficulté» 
je ne m'y arrêterai pas. 11 eft à remarquer que AL 

ne peut jamais être = x H- -^T— » car lorfque le 

point T tombe de l'autre coté du point F , par 

rapport à Torigine A des x, la valeur de -^ fera 

jiégative fuivant l'article io,& par confëquent 

celle de ■ — -^ fera pofitive , de forte qu'on aura 

encore en ce cas A £ -h Ë L . ou A L = x ■ — ■^. 

La même chofe fe peut encore trouver de cette 
autre manière. Il eft clair qu'en prenant dx pour 
confiante , & fuppofant que l'appliquée j/. aug- 
mente , Sn ( Fig- 48. 4g. PI. 3. ) eft njoindre que 
S H ou que Km dans la partie concave , Si. plus 
grande dans la convexe. D'oïl l'on voit que la va- 
leur dé Hb ( ddjf ) doit devenir de pofitive néga- 
tive fous le point d'inflexion ou de rebrouffement 
F * & partant ( Arf. 47, ) qu'elle y doit être ou 
nulle ou infinie. 

Suppofons en fécond lieu que la courbe AFK 
{Fig- 54. 55. P/.4.)ait pour appliquées les droi- 
tes B M , B F j B M , qui partent toutes d'un 
même point B. Si l'on mené telle appliquée BM 
( f'i?-' 56* 57» Pi- 4- ) ^u'on voudra , avec une 
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tangente M T qui rencontre B T perpendiculaire , 
à B M au point T i Si. qu'ayant pris le point ?» 
infiniment près de M , l'on tire l'appliquée Btt? , 
la tangente mt , & la perpendiculaire Bt fur Bm, 
qui rencontre M T en O ; il eft yifible ( en fuppo- 
^nt que l'appliquée B M , qui devient Bot , aug- 
mente ) que dans la partie concave , Bt furp^fTe 
B O , & qu'au contraire elle eil moindre dans la 
partie convexe ; de forte que fous le point d'in- 
flexion ou. de rebrouflement F , la valeur de Ot 
doit devenir de pofitive négative. 

Cela poté , fi l'on décrit du centre B ( Fig. 5 6. 
PI. 4. ) les petits arcs de cercle M R , T H , on 
formera les triangles femblables »7 R M , M B T , 
T H O , & les petits féfteurs femblables B M R y 
B T H. Nommant donc B M , j' ; M R , ^x ; Ton 
aura7ïîR(^^)-RM(^x)::BM (j').BT = 

^^::MR(^x).TH = ^^::TH(|^).HO 

= -^. Or fi l'on prend la différence de BT (■^) 
en fuppofant dx confiante , il vient B f — B T ou 
Hr^^fc^:^î^;& partant OHn-Hf ou 

Ot = '^'-^'i-f-y'i^^y . D'où il fuit en mul- 

tipliant par dy^ , & divifant par àx , que la valeur 
de dx^-^ày* — yddy fera nulle ou infinie fous le 
point d'inflexion ou de rebrouiTement F. Or la 
nature de la ligne AFK (F/g. 54. 55. PA 4- ) 
étant donnée , l'on aura des valeurs de dy en dx , 
F4 
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^ de âdy en ^' , lefc^uelles étant fubUituées dans. 
fix* -+- rf>* — yàd)> , formeront une quantité , qui 
éunt égalée d'abord à zerp , & enfutte à rjn6ni, 
fervira à trouver pour B F une valeur telle que 
décrivant du centre B , & de ce rayon un cercle, 
jl coupera la courbe A F K au point d'inflexion ou 
^e rebrouïTement F- Ce qui étoit propofé 

Four trouver encore la même chofe d'une autre 
panière , il faut confidérer que dans la partie con-r 
çftve , l'angle BmE { Fig- 50. 5 1. P/- 3.) furpaflê 
]|'^nglç Bma , & qu'au contraire dans la convexe 
|1 eft moindre i & panant que l'angle BmE - Bmn 
çi^ Etfjn y ( Fig. 50. PL 5. ) c'eft-à-dire , l'arc E^r 
gui en eft la mefure , devient de pofitif négatif 
fous le point cherché F. Or prenant dx pour conf- 
iante, les triangles reftangles femblables H m S, 
^nk , donneront ï^ m (5h ) . mS {dx):: Un 

. ( -7T ddjf ),nk= y^ ■ où l'on doit dbferver 

que la valeur de H» eft négative , parce que B m 
fy ) croiiïant , R m ( ^ ) diminue- Mais à caufe 
4es Teneurs femblabjes RmS, mEkt l*on aura Bm 

(jK ),mS{dx);:nj'E(du),Ek — —,8c çaiv- 

t^tEJt+ii«ouE«==''^^:il^l^ D'où il 

f^it en multipliant par j/da , & divifant par dx , 
^mdu* — yd^y ou dx* -i- dy —jfddj' doit devenir 
^e pofitive , négative fous le point cherché F. 
[¥ig' 54- 55- ''^- 4') 
Il Tçn (VH'pfe 9uc^ devienne infinie ^ les ter-c 
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iat& dx* & dy feront nuls par ra[^rt au terme 
j>ddy ; & par conféquent la formule dx* -i-dy — 
yddy =0 , ou à l'infini , fe changera en cette autrd 
— jfddy ::= , ou à l'infini , c'eft-à-dire , en divifant 
par — y , ddy = o^ ou à l'infini, quieft la formule 
du premier cas. Ce qui doit aufli arriver , puifquô 
les appliquées B M , B F , B M deviennent alors - 
parallèles. ( Confulte^ la Note qut^rànte-unïeme. ) 

COROXLAIKE. 

67-L o R 3 Q u E d4y ^ , il eft clair que la dif- 
férence de A L ( Fig. 52. PI. 3. ) doit être nulle. 
par rapport à cellç de A E ;~& partant que les 
deux tangentes infiniment proches F L , /L doi- 
vent tomber l'une fur l'autre^ en ne faifant qu'une 
feule ligne droite /F L. Mais lorfquc ddy = à 
hnfini, la différence de AL {Fig. 53. PI. 4. ) 
doit être infiniment grande par rapport à celle de 
A E , ou ( ce qui eft la même chofe ) la différence 
de AE eil infiniment petite par rapport à celle 
de A L ; & par conféquent l'on peut mener par 
Je même point F deux tangentes F L , F/ , qui faf- 
fent entr'elles un angle infiniment petit , L F /. 

De mênie lorfque dx* -^dy^^yddy = , il eft 
vifible que 0/ ( Fig. 56. 57. Pi. 4. ) doit devenir 
nulle par rapport à M B. ,* & qu'ainfî les deux tan- 
gentes infiniment proches MT, mf, doivent tom- 
ber l'une fur l'autre , lorfque le point M devient 
un point d'inflexion ou de rebrouflement : mais 
au contraire lorfque dx* -^dy — yddy = à l'infini , 
Qt doit être infinie par rapport à M R , ou ( ce qui 
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eil la même chofe ) M R infiniment petite par 
rapport à O f i & par conféquent le point m doit 
tomber fur le point M , c'eft-à-dïre , qu'on peut 
mener par le même point M deux tangentes qui 
faffent entr'clles un angle infiniment petit, lorf- 
que ce point devient un point d'infiéxion ou de 
rebroulTement. 

Il eft évideht que la tangente au point d'infle- 
xion ou de rebroulTement F , étant prolongée y 
touche & coupe la courbe A F K dans ce même 
point. ( Confiilte^ ta Note quarante-deuxième. ) 

Exemple I. 
680 OIT une ligne courbe AFK(F/g. 58. P/.4-) 
qui ait pour diamètre la ligne droite A B , & qui 
foit telle que la relation de la coupée A £ ( x ) à 
l'appliquée EF (j/ ) , foit exprimée par l'équation 
axx z=z xxy + aay. Il s'agit de trouver pour AE, 
une valeur , telle que l'appliquée EF rencontre la 
courbe ÂFK au point d'inflexion F. 

L'équation à la courbe eft *= — - — : & par- 
tant dy = '" " * , & prenant la différence 

jMtH-flfl 

de cette quantité , en fuppofant dx confiante , 
& régalant enfuite à zéro , on trouve 

Sa^ dx^ X XX -t- tia — Sa^ xxJx^ x xx ~i- aa 



qui mul tiplié par xx + da , & divifé par 
" '^dx^Xxx-haa, donne xxri-aa — 4xx==:o, d'où 
ntire AE (x) = (3V/^. 
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Si l'on met à la place de xx fa valeur j aa dans 

l'équation à, la courbev = , on trouve EF 

(^y)=:~ a ; às forte <juon peut déterminer le 
point d'inflexion F , fans fuppofer que la courbe 
AFK foit décrite. 

Si l'on mené A C parallèle aux appliquées E F , 
& égale à la droite donnée a , & qu'on rire CG 
parallèle à A B , elle fera afymptote de la courbe 
AFK- Car 11 l'on fuppofe x infinie , on pourra 
prendre xx pour xx-^-aa^Sc partant l'équadon à 

la courbe/ = — — — fé changera en celle-ci 

y^zia. (^ConfuUe^ la Note quarante-troijteme. ) 

EsempieII. 

69. boiT/ — a =.x — (j*. Donc dy = 

^ » r 

,\ x-a ^ dx,Sc dày = — ^ x — a * âx* = 

<^^ , en prenant dx pour confiante. Or lî l'on 

fuppore cette fraâion égale à zéro , on trouve 
— Sdx* = ; ce qui ne faifant rien connoître t il 
la faut fuppofer infiniment grande ; 6c par con- 

féquent fon dénominateur 251/* — ia infini- 
ment petit ou zéro. D'où 1 incormue A E (x) = a. 
(^ Cûnjulte\ la Note quarante-quatrième. ) 
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Exemple IIL 
70.S01I' iine demi roulette allongée AFK 
{Fig. 5J. P/. 4' ) dont la bafe BK furpafle la 
dcnni-circonférence A D B du cercle générateur 
qui a pour centre le point C- H s'agit de dé- 
terminer fut le diamètre A B , le point E , cn- 
forte que l'appliquée E F aille rencontrer la 
roulette au point d'inflexion F- 

Ayant nommé les connues ADB, at BK, 
ï ; A B t 3f ; de les inconnues A Ë ; x ; £ D , 
X. t l'arc AD, » i E F , ^ ; l'on aura par la pro- 
priété de la roulette jf = x-+-~ i & partant dy 
= rf^ + -H. Or par la propriété du cercle l'on 

. cdx — xdx _ 

aura ^ = \/icx~xx , rf^= , , & 

V i« — SX 

àuWdx^ +di^) — - "^ ''- Tinnr mettant pour ^& 

11, , acdx — axdx-i-icJx 

au leurs valeurs, on trouve w= ,.'r — ., 

■^ eViex — XK 

dont la différence ( en prenant dx pour conftante) 

. iex — aec — tccxJx^ j. ^ n 

donne ,j; 1 1 — , ■ = : d ou 1 on tire 

icx — XX X Vicx — XX ' 

AE(T) = f + ",acCE=l-'. 

Il eft clair qu'afin qu'il y ait un point d'infle- 
xion F , il faut que b furpaffe a ; car s'il était 
moindre , C E furpafferoit C B. ( Confulte^ la 
Note quarante-cinquième. ) 
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ExBMPlsIV. 

7 1 -O N demande le point d'inflexion F ( F/^. fio* 
P/. 4. ) de la Conchoïde A F ^ de Nicomede , 
laquelle a pour pôle le point P , &c pour afymp- 
tote la droite B C. Sa proj^iété eft telle , qu'ayant 
mené du pôle P à un de fçs points quelconques F 
la droite P F , qui rencontre refymptotc B C en 
D i la partie D F eft toujours égale à une même 
droite donnée a. 

Ayant mené P A perpendiculaire , & F E pa- 
rallèle à BC, on noinmera Içs connues AB ou 
FD, fli BP, Ji&le5incoqnuesBE,xiEF. 
y i Se tirant D L parallèle îi B A , les triangles 
femblables DLF, PÊF donnçrpnt PL (x). 
LFr l/J^tr:;:;):: PE {b+x).EFij') 

= — - — f^ — f_ , dont la différence eft dj/ ^=z 
X ■ . 

;- . ■ Si donc on prend la difFéïence de 

cette quantité , & qu'pn fégâle à zéro', on fof- 






mera l'égalité 

qui fe réduit àx' h- ^hxx — ^aaih — , dont l'une 
des racines fournit pour P E la valeur cherchée. 

S\a=^b j réquatipn précédente fe changera 
en cette autre x^ + jaxx — 2a' ==z ç, laquelle 
étant divifée par x -^a , donne xx -»- ^ajf -. 7,aa = ; 
& partant BE{x)=:— a-t- y/^. 
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Autrement. 

En prenant pour appliquées les lignes P F qui 
partent du pôle P , & en fe fervant de la formule 
( Art. 66. ) jfddy r= dx* -*- c/y* , dans laquelle dx 
a été fuppofée conftante. Ayant imaginé une au- 
tre appliquée P/qui faflè avec FF l'angle F P/ 
infiniment petit , & décrit du centre P les petits 
arcs F G , D H , on nommera les connues A B , 
«;BP, ti &les inconnues ?F ,j/ ;?V> ,x;Sc 
l'pn aura par la propriété de la conchoïde j' = s; 
-fa, ce qui donne^=:^:^. Or à caufedu triangle 
reftangle DBP , DB = i/^^ — u -, & à caufe des 
triangles femblables DBP & dH'D , PDH & PFG , 
l'on aura D B ( y^ZrU) . B P (i) : : JH (i/0 • 

HD= ■7=S=..EtPD(0-PF(^-»-«):-HD 

; 'H — <>'' 

i-JÉL^-).1G{d,)=:'-5È^^. D'où l'on 

^cdK ou dy=:z ^^^l^ ,- dont la différen- 
ce eft.(en fuppofant dx confiante ) ddy =. 

il ■+■ ai v/jj — - 66 6[ -^ab 

en mettant pour dz. fa valeur. Donc fi l'on fubfti- 
tue dans la formule générale ( Art» 66- )yddy =z 
dx* -*- (sf)-' à la place de y fa valeur . ^ -f- a , & de 
dy de ddy les valeurs que l'on vient de trou- 
ver ea dx Se dx* i on formera cette équation 
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^4 -i- ia;^i — abbl x dx^ ^4 h- 2aH:[ ■+■ aabb x <fjg* 
if-K ab'^ bi -+■ ab^ 

qui fe réduit à 2^' — jit^ — ahb = o, dont l'une 
des racines augmentée de a fournit la valeur de 
l'inconnue P F. 

Sia=:b , Ton aura î^' — ^aax — a^ 1=0^ qui 

étantdiviféepar par^tH-a, donne ^^ — a^ — — 

= , dont la réfolution fournit PF ( < •+ a )= \ <« 

+ ; a ï/3 = — ^. ( Confulte^ la Note 46. ) 

E X t M p L E V. 

72.S o I T une autr» efpece de Conchoïde AFK, 
( F/g. 60. P/. 4. ) telle qu'ayant mené d'un de fes 
points quelconques F au pôle P la droite P F qui 
coupe rafymptote B C en D , fe reftangle P D x 
P F foit toujours égal au même reftangle P B x ' 
B A. On demande le point d'inflexion F. 
: Si l'on nomme les inconnues BE,x;EF,j'; 
& les connues ABja;BP,i;on aura P D X 
D F r= at î & les parallèles B D . E F donne- 
ront PDxDF (ah ).PBxBE(ix)::FF* 

(6&-t-2Îx-t-XX+^J/) .JPË' (W-t-2jx-t- XAf) . 

Donc bhx + îJxx+x* -t-jyx=:a£fc -%- zahx -4-flxx , 

abb -+- 2abx~t-axx — bbx — 2bxx — x^ „ 

exiyy^^ ~ a & 

X , X ■ 

Ui-m I , — àxdx -\-2xxd3e'habJx 
différence donne dv = . ; 
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8c prenant ehcore la difFérence, on forme l'égalité 

*ax — 4** X Vax — ** 

^ , valeur de l'inconnue B£. 

& l'on Élit -, ~ valeur de 4^ 

^l à zéro, l'oAàuraxx — \ax •^{ah-=o^ dont 
les deux racines '^ "'' & 



4 4 

fourniflent , lorfque a fttrpaflè 8^ , deux valeurs 
B H & B L , telles que lappliqUée H M ( ¥ig. 
61. P/. 4.) eft moindre que Tes voilines , &. 
l'appliquée L N plus grande > c'eft-à-dire , quâ 
les tangentes en M & N feront parallèles à l'axe 
A B ; & alors le peint £ tombera entre les points 
H&L. 

Mais lorfoue a = 85 , les lignes BH , BE , B Iv 
( Pig. 62. VL 4. ) feront égales chacune à^o ; & 
alors la tangente au point d'inflexion F fera pa- 
rallèle à l'axe A B. Et enfin lorfque a eft moindre 
que 8i , les deux racines feront imaginaires ; Se 
par conféquent il n'y aura aucune tangente qui 
puiife être parallèle à l'axe. 

On pourroit encore réfoudre cette queflion eii 
prenant pour appliquées les lignes PF , P/, 
( Fig. 60. PL 4. ) qui partent du pôle P , & eri 
fe férvant de la formule j/ddy = àx*-^ dy* , 
comme l'on a fait dans l'exemple précédent. 
( Confulte^ la Note 47. ) 

E X B H F J. s 
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ExEléPLB VI. 

75.b oit un cercle AED(Fi^. 6^. P/. 4.)qui 
ait pour centre le point B , avec une ligne courbd 
A F K , telle qu'ayant mené à difcrétion le rayon' 
B F E i le quarré de F E foit égal au rectangle de' 
l'arc A E par une droite donnée b. Il faut déter- 
miner dans celte courbe le point d'inflexion F^ . 
Ayant nommé l'arc A E , î ; le rayon ÉA oi( 
BE y a; 8e. l'appliquée BP,^ i on aura i?; =, aa. 
■^ lay -+■ yy t & (en prenant les différences ) 

f,ydy-2ady ^ ^^ ^ g^^ Qf à Catlfe deS fcàcUfS 

femblables B Eff , B F G , on fera B E ( d) ; B F 

(_^) : : E^ ( ^J:<r:=:ff^) . FG (^/x)=ï22tî^ . 

dont la différence , en fuppofant dx coniUhte , 
donne /{ydy* — zady* •+■ lyydày — 2 (^ddy =o $ 

-& partant ^-i^iî/y = IXJ^^ÎUL. Si donc on fubt 

titue à la place de dx' Ôcyddy leurs valeurs en dy*' 
dans la formule générale ( Art. 66.) Jrddy = dx* 

^dy* f on formera l'équation ^ ■^ ~l^^ ^ == 

aabb * 

duit à 4^' — lïay*-^ iiaay^ — ^^ yy -i- ^aahhy 
— 2a^bh ■= , dont la réfolution fournira pour 
BF la valeur cherchée. 

Il eft évident que h courbe A F K , que Ton 
peut appeller une Spirale parabolique , doit avoir 
G 
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un point d'infiéxion F. Car la circonférence AFD 
ne différant pas d'abord fenfîblemenc de la tan- 
gente en A 3 il fuit dt la nature de la parabole 
qu'elle doit d'abord être concave vers cette tan^ 
gente , & qu'enfmte la courbure de la circonfé- 
rence autour de fon centre devenant fenfible , elle 
doit devenir coiicave vers le centre* ( Confulte^ la 
l^ote quarante-huitième. ) 

ExBrtPlB VII. 

74.J01T une ligne courbe AFK CF/y. 64. VI. 4> 
aui ait pour axe la droite A B , dont la propriété 
;oit telle qu'ayant mené une tangente quelcon- 
que FB qui rencontre AB a.u poiht B , la partie 
interceptée AB fbit toujours à la tangente B F en 
raifon donnée de m à n. tl eA ^ueflion de déter- 
ftiinef le point de rebrouïfefflerlt F. 

Ayant nommé les inconnues Se variables A E . 

*;EF,;'jl'onauràEB=— ^ ( parce que « 

croifîànt , y diminue ) , F B = '^' J^ ^ '• ^ 
par la Jiroprief é de la cou rbe , A E + E B ou A B 

Donc rti\/dx'^~^dy^ = ^^ — ndx , & fa diffé- 

j miyddy — nydxdy + nxyddy ~ nxiy ^ 

Vdx*-i-dy' yy 

en fuppofant àx conftante & négative ; d'où l'on 
lire âàji ^'^^^^^S^^S-, Maintenant 
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fi l'on fait tefte ftaftion égale ï zéro , on troute* 
^-^ydx^'Xdy = ff i ce qui rte fait rien connoîtreJ 
C'eft pourquoi il faut fupporer cette (iraâioA égals! 
à l'infini, c'eft-à-direj fonJénffffiiftiteur égala zéro'} 

ce qui donne y'dx^-^iy^ = -^ = — •' ^ -^ 

à caufe de l'équation à lai courbe ^ d'où l'cyn tird 

,;,=::"''**'» ~""^A Or quarrant ciiqud 

membre de l'équation «yrf)' == nxl/S^^T^ t 

, «/yVmmyy nnir* _^ 

on trouve encore i* = -^ ^j = 

nn«.fy-rmyyiy_ ^.^^ ,,^^ ,;^^ ei.fin>.^SSt:^ 
nnxy 

;= Bx i ce qu^ doiMie cette conftruSion. 

Soit décrit du diaifcetre A D = m , «m deiitiJ 
cercle A I D ; & ayant pris la corde D I = » , foit 
tirée l'indéfinie A I. Je dis qu'elle rencontrera la! 
courbe A F K au point de rebrouffcment F^ 

Car ayant mené I H perpendiculaire à AB , le» 
triangles reétanglcs femblables D 1 A, IH A , 
F E A donneront D 1 ( n ) . I A ( y'nnt — »» ) 
: : I H . H A : : F E (>) . E A ( )t) . & partant 
/J/m». — n» = BX qui étoit le lieu à confttuire. 

Il eft clair que BF eft parallèle à DI , puifque! 
AB.BF::AD(»j). DI (n) .d'où il fuit que 
l'angle A F B eft droit ; 8c partant que les ligne* 
A B , B F , B E font en proportion continue. 

On peut trouver cette même propriété fans au- 
cun calcul , fi l'on imagine ( Art. 67. ) au même' 
point de tebrouffeméit F deux tangeniêes F B , F* 
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qui faffent cntr'alles un angle BFfc infiniment pe- 
tit. Car décrivant du centre F le petit arc B L , 
onaura»».»:: AJ. JF:: AB.BF:: Ai — AB 
ou Bi.fcF — BFou fcL::BF.BE . à caufe 
des triangles reâangles Temblables BâL, FBE. 
Donc ; &c. 

Si îM = M , il eft évident que la droite A F de- 
viendra perpendiculaire fur l'axe A B j & qu'ainiî 
la tangente F B fera parallèle à cet axe ; ce que 
Voii fçait d'ailleurs devoir arriver , poifqu'en ce: 
cas la courbe A F doit être un demi-cercle qui 
air fon diamètre perpendiculaire fur faxe A B. 
Mais il m étoit moindre que n , il ell évident 
qu'il n'y auroit aucun point de rebro uflêment ^ 
parce qu'alors l'équation >|/ m» ^- nn = »jf ren- 
fermeroit une contradtdion, ( Confulte^ la Note 
quarante-neavieme. ) 
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SECTION V. 

XJfage du calcul àa différences pour trditver ■ 
les Déveiopées. 

D É F I W ï T I O N. 

SI l'on conçoit qu'une ligne courbe quelcon- 
que DBF ( Fig. 65. PI. 4.'.) concave vers 
le même côté , foit enveloppée ou entourée d'un 
fil ABDF, dont l'une des extrémités foit fixe 
en F , & l'autre foit tendue le long de la tangente 
BA, & que l'on fafle mouvoir l'extrémité A en 
latenanttoujourstendueôc en'développant conti- 
nuellement la courbe B D F ; il eft clair que l'ex- 
trémité A de ce fil décrira dans ce mouvement une 
ligne courbe A S-K. 

Cela pofé , la courbe B D F fera nommée la Dé- 
velopée de la courbe A H K. ■ 

Les parties droites AB /HD , KF du fil ABpH" 
feront nommées les rayons de la dévelopéf. . ' , 

C O R 6 L ,1. A 1 B. E - 1., 

75-DEceque la longueurdu fil ABOT" de- 
meure toujours la même , il fuit que là porttort. 
dfe courbe B D eft égale à là dîKrence des rayon? 
D H , B A qui partent de fes extrémités ; de même 
la portion D F fera égale à la dif^rénce des rayons 
F K , D H i Se ïa courbe entière B D F à la diffé- 
rence des rayons F K , B A. D'où l'on voit que fi 
G3 
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le rayon B A de ta courbe étoit nul , c'ett-à-dire , 
que n rextrémicé A du fi! tomboic fur l'origine B 
de la courbe B DF , alors les rayons de la déve- 
lopée D H , F K feroient égaux aux portions BD, 
gDF de^ oonrbeBDF. 

COKOLLAIKE II. 

76..S l Ton confidére la courbe 'BDF (Fig* 66, 
pi, 4). comme u|i poligone B C £ F d'une infi- 
f^ti de câtés ; il eft clair que l'extrêmiri A du fil 
À B C D E F décrit le petit wc A G qui a pour 
centtf le point C , jufqu'à ce que le rayon C G ne 
laife plus qu'une ligne droite avec le petit côté 
C P iroilin de C B i & de m£me qu'elle décrit le 
jpptit arc G H qui a pour centre le point p , juf- 
Bu'k ce que le rayon P H ne faffe plus qu'une 
Arnite avec le petit câté P E j & ainfi de fuite 
|t|fqu'à ce que la courbe B C D E F foit entiére- 
jnent développée. La courbe AHK peut être donc 
R?nfîdérée comme raffemblage d'une infinité de 
pfliç arcs de cercle A G , G H , H I , I K , &c. 
qui ont ppur çenfrp les points C , D . E , F , &c. 
P'pù il luit. 

1% Que les rayons de la dévelopée la touchent 
pajtiiuiellenieni c^mme DHenD.KFenF, 
1^. Et qu'ils ftint tous perpendiculaires à la 
|:piirbe AtfK qu'ils décrivent « comme D H en 
^ , F^ ep K , &c. Car P H , par exemple , eA 
Qfrpendicfilaire fur le petit arc GH 2( fur le petit 
ifçm, pirifqu'plle paflè par leurs centres , E. 

P'»ù l'99 veif j I". qne '» dWop^ Bp F ( f<j, 
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£5. PI. 4 ) termine l'eTpuce où tonjbenc tOMCes Us 
perpendicuWrfô à la courbe AHK. -i*'. Que fi 
l'on prolonge un riiyon quelconque H P qui cou- 
pe le rayon A B en B. , jusqu'à ce qu'il renco;atre 
un autre rayon quelconque KF en S , l'on pourra 
toujours» mener d^ tous les points de 1» partiçKS 
deus perf^ndicitlaires fur 1» courbe AHK, e:!C- 
cepté du point touchant P duquel oji n'en petuc 
mener qu'une feule, fçavoir DH- CariJ çftdwr 
que rinterfeaipiî R. des rayons A B , D H par- 
court touç les point? de la jiartie B. S , pfwditnt 
que le rayon A B décrit par fon extrémité A l» 
ligne A H IÇ fur laquelle il eft continuellement 
perpendiculaire : & que les rayons A B , HP u« 
le confondent que lorlque Vinterfeâion B. tombe 
fur le point touchant D. 

20. Que fi l'on prolonge, les petite arcs HQ 
(Fig. 66. P/.4. )en/, IHen)?î,KI en», 6cc. 
vers l'origine A du dévelopement , chaquç petic ' 
Arc comme I H touchera en dehor* fon voifm HG, 
parce que les rayons C A , P G , EH, FI vont ' 
toujours en augmentant , à me^re que les petits 
arcs qui compofent la courbe A H )C , s'iéloi^enc 
du point A. jParla même raifon lî ^'on prolonge 
les petits arcs A G en , GH mp, Hi en ^ , 
vers le côté oppofé au point A » chaquf petfc 
arc comme H I touchera en d^ous iToa vcdiin 
I K. Or puifque les poinjC$ H & I * D-& t£ çtmait 
être confidérés comme tombant l'un fur Vaiixi& 
à caufe de J'infinie pe^iteflè tamt de t'arc H I , qu£ 
du côté PË j il s'jenfuit que fi l'on décrit d'ut 
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point quelconque moyen D de la dévelopée BDF 
comme centre , & de Ton rayon D H un cercle 
f» H p . il touchera en dehors la partie H A qui 
tombera toute entière au dedans de ce cercle , & 
en dedans l'autre partie H K qui tombera tou- 
te entière au dehors de ce même cercl^^ c*eft-à- 
dire, qu'il touchera & coupera la courbe A H K 
au même point H , de même que la tangente au 
point d'inHéxion coupe la courbe dans ce point. 
50. Le rayon HD du petit arc H G , ne diflïr 
rant des rayons C G , EH des arcs voifins G A , 
H I , que d'une quantité infiniment petite C D ou 
DE; il s'enfuit que pour peu qu'on diminue le 
rayon DH, il fera moindre que C G , &:qu'ainfi 
fon cercle touchera en deflbus la partie H A *- & 
qu'au contraire pour peu qu*on l'augmente, il fur- 
padera HE, & qu'ainfî fon' cercle touchera en 
4ehors la partie H K : de forte que le cercle mBp 
£fl \ç plus petit de tous ceux qui touchent en de- 
Jiors la partie H A , & au contraire le plus grand 
de tous ceux qui touchent en dedans la partie 
Ji K : c*cft-à-dire , qu'entre ce cercle & la courbe 
pn n'en peut faire pafler aucun autrç . 

4°. Comme la courbure des cercles augmente à 
proportion que leurs rayons diminuent , il s'enfuit 
que la courbure du petit arc H I ^^ra à U cour- 
tura dp petit arc A G réciproquement comme le 
rayon B A ou C A de ce dernier eft à fon rayon 
PH ou EH : c'eft-à-dire, que la courbure en H de 
Ja courbe AHK fera à fa courbure en A, comme le 
f^yp;) B A au rayoq D H j £; de même que la 
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courbure en K eft à la courbure eil H , comme le 
rayon DH eftau raypn FK. D'où l'on voit que la 
courbure de la ligne A H K diminue continuelle- 
ment à mefure que la ligne B D F fe développe i 
de forte qu'au point A , où commence le dévelo- 
pement , elle eft la plus grande qu'il eft poflîble ; 
& au point K , où je fuppofe qu'il cefle , la plus 
petite 

5°. Que les points de la dévelopée ne font 
autre chofe que le concours des perpendiculaires 
menées par les extrémités des petits arcs qui com- 
pofent la courbe A H K. Par exemple , le point 
où E eft le concours des perpendiculaires H D , 
lEdu petit arc HI ; de forte que 11 la courbe 
A H K eft donnée avec la pofition d'une de fes 
perpendiculaires HD, pour trouver le point D 
ou E ,où elle touche la dévelopée, il ne faut que 
-chercher le point de concours des^perpendiculaires 
infiniment proches H D , 1 E : c'eft ,ce qu'on v^ 
çnfeigner dans le Problème qui fuit. 

PROPOSITION I. 

Problème Générai*. 
77- J_j A nature de la ligne courbe A M D ( F/g. 
6y. PI 4. ) étant donnée avec une de fes perpendicu- 
laires quelconque M C » déterminer la longueur du 
'rayon MC de fa dévelopée , c'ejî-à-dire , le concourt 
des perpendiculaires infiniment proches M C, m C. 

Suppofons en premier lieu que la ligne courbe . 
AMD ait pour axe la ligne droite A B fur la- 
quelle les appliquées P M foient perpendiculaire^, 
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On ioagioera une autre appliquée mp , qui fera 
infiniment proche de M P , puifque le point m 
eft Tuppoti infiniment près de M. On mènera par 
le point de concours C une parallèle CE à l'axe 
Ad, laquelle rencontre les appliquées M P , mp 
•ux points E, e. Enfin menant M R parallèle 
i AB , on fermera les triangles reftangles (em~ 
blables M R. m , M E C ; car les angles E H R , 
C M n> étant droits , & l'angle C M R leur étant 
Commua , l'angle EMC iêra égal à l'angle RMm. 
Si dooc l'on nomme les données AP, v; PM, 
y ; l'inconnue M £ , < ; l'on aura E e ou Pp ou 
M R =<<« . Rm =4r =« /;, Miw=: |/j»^ -*- ''y' ; 
fcMR(^ Y).Mm (v/j,>H-jy»)::ME (?) . 

MC = f^^S^R, Or le point C étant le centre 

^u petit arc Mm t Ibo rayon C M qui devient Qnt 
Ior£]ue E M augmente de fa difiérence Ri», 
demeure le même. Sa différence fera donc nulle : 
ce qui donnç ( eo fuppolànt dx confiante ) 

J,J.--t-J;Jy^^:iJyJiy^^ ,^^ ^.^^ ^.^^ jj g 

(O- -,>4 ^= -z:^ ^ ■»««« 

pour dt, fa valeur dy. 

Suppofons en fécond lieu que les appliquées 
BM , Bjii r F(g, 68. VU 4. ) partent toutes d'un 
même point B. Ayant msaié du point cherché Ç 
iiir les appUquées , que je fuppolè infiniment pro- 
ches , les perpendiculaires C Ë , Ce , & décrit du, 
centre B le petit arc M R ; on formera les trian- 
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gles reâtiigles (embUblee R M 1» 3( E M C , 
BMR, BEG & CeC. C'eft pourquoi noim- 
m»nt BM,>';ME, <;MR, dx; on aura 
Km=zd^, Mm= j/it'Ti-Jy» , CE OK Ce 

= g,&MC = 2S!ï5:, On trouvera 
. etifuite , comme dans le premier cas , ç = 

(cix).Ge = ^.Sc ffjp— MEouRm— Gff 

= <jr=:r ^/~^ ^ . Donc en mettant cette va- 

y 
leur à la place de rfç , l'on aura M E ( î ) = 

dx^ -+■ dy'^ — y<idy 

SI Ton fuppofe que y foit infinie , les termes 
dx* & dy* feront nuls par rapport à >'(/fi(j' î & par 
CQnféquent cçtte dernière formule fe changera en 
celle du cas précédent. Ce qui doit aulTi arriver; 
puifque leâ appliquées deviennent alors parallèles 
entr'elles , & que l'arc M R devient une droite 
perpendiculaire fur les appliquées. 

Maintenant la nature de la courbe AMD 
étant donnée , on trouvera des valeurs de dy* St. 
ddy tndk* j ou de dx* ôc ddy çn dy* , lefquelles 
^vxt fubftituées dans les formules précédentes , 
donneront pour ME une valeur délivrée des dif- 
férences , & entièrement conAue. Et menant EC 
p^rp^diculaine fur MEi ellç ira couper MC 
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perpendiculaire à la courbe , au point cherché 
C- Ce qui étojt propofé. 

CORDILAIRE ï. 

78. A. caufe des triangles reftangles femblabïes 
MRtm & MEC, (F/>. 67. 68. P/. 4.) l'on 



J aura, dans le premier cas MC = * ~^^ 



& dans le fécond cas MC = j T ~^j^j t '^ "t i*! • 

«' -f- axdy^ '-ydxddy 
Remarque. 
,79- Il y a encore plufîeure autres manières de 
trouver les rayons de la développée. J'en mettrai 
: ici yne partie , afin de donner différentes ouver- 
tures à ceux qui ne poiTedent pas encore ce calcul. 

Premier cets pour les courbes dont 1er appliquées 
font perpendiculaires a l'axe- 

Première manière. Soit prolongée M R en G 
oii elle rencontre la perpendiculaire mC. (F/^. 
67. PI. 4.) Les angles droits MRwi, Mm G 

donneront R G = ^ i & par conféquent M G 

= — ^ ^ . Or à caufe des triangles femblabïes 
MR»ï, MPQ(les points Q , q marquent les 
interfeâions des perpendiculaires infiniment pro- 
ches M C , mC avec l'axe AB ; il vient M Q 
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-+^^, dont la différence donne ( en prenant dit 

pour confiante) Q.<y=«/x + ^ - ■ ,- ■ ■- ; & à 
caufé des, triangles femblables C M G , C Q,^ , 
ron aura MG -Q^ (^^) • MG C^~^J 

,: MQ CJ^^). MC^ "^Lï^' ' 
Seconde manière. Ayant décrit du centre C le 
petit arc Q O , les petits triangles redtangles 
Q.O ^, M Km feront femblables , puifque M ïm j 
Q.O 6t M R, Q^ font parallèles i & partant M m 

( ^ï^ï^r^ ) . MB. (^/x) : : Q^ C^^l:t^±^> 

Q0= '^''^'iy'^y^'^y. Or les feaeurs fem- 

,blables CMw, CQ.O donnent Mot — Q,0 

{;^=^J-^'«(,V'^^^^^)- ■■■■ «iQ 

^ ix ^' —dxddy 

Troifieme manière. Menant les tangentes infi- 
niment proches M T , m / , on aura P T ■ — ■ A P 

ou A T =:^V^ — X . dont la différence donne Tt 

= — -' fi^ i & décrivant du centre m le petit 

arc T F , on formera le triangle reftangle F Tt 
femblable à R /» M ^ car les angles F r T , R M ot 
ou PTM font égaux , ne différant entr'eux que 
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de Tahgle Tmt qui elt in finiment petit; ce<Jiû. 
donne Mm { y/t'-t-dy' ). mK (_dji) :: Tt 

(_ Z^ ) . TF = j=#^. Or les feÛeurs 

TmF, MCm font femblables . carl'aflglc Twf 
-+. MwC vaut un droit-, & l'angle MmCi-MO» 
vaut auflî un droit à caufe du triangle CM m 
confideré comme re£Ungle en M. Donc TF 

( - ^t;^^^' ""'('^'^'^'^ >= = '^'» ""• 

^ ay ' — dxady 

Quatrième manière. On marquera ( Art. 64. ) 
les différences fécondes en prenant àx pour conf- 
tante ; & les triangles reftangles femblables HmS, 
HnJ^ ( Vig. 69. VU 4. ) donneront H m ou M Ml 
< >/<&* -t- ^>' ) • «S ou MR (<rfx) : : Vin {—ddy). 
Bit =: 7.1'^ .-Tiiu. Or Tangle kmn eft écral à ce-« 

lui que font entr'elles les tangentes aux points M, 
Tti ;8c partant comme l'on vient de prouver , égal 
à l'angle MO» ; d'où il fuit que les feâ:eurs nmk. , 

MC»îfontfemblables,&ûu'ainfiBA (— -=^=^1, 

7»^ ou ( ^rf. 2. ) M ffi ( v/d*^ -^ dy' ) : : M I» 

(l/5V^r^).MC = 5^1^*:. On 

prend wH ou M»i pour mk, , parce qu'elles ne dif- 
férent entr'elles que de la petite droite H^ infini- 
ment moindre qu'elles ; de même que H» eft in-* 
finiment mûindire que R»f ou $tu 
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Second cas pour lei courbet dont les appliquéet 
partent d'an tnêfne point fixe. 

Première manière. Ayant mené du point fixe B 
{Fig. 68. VI. 4. ) les perpendiculaires BF, B/ 
fur les rayons infiniment proches C M , Cm ; les 
triangles reftangles i» M R , B M F , qui font . 
femblables ( puifqu'ajoutant aux angles mMR, 
B M F le même angle F M R , ils compofent cha- 
cun un angle droit ) , donneront M F ou M H = 

y^:^^, & BF=-;^Vt ^ .dontladif^ 

f ence ( en prenant àx pour confiante ) eft B/-* BP 

ouH/rzriiCâL^Jl-i^S^. Or à cairfe 

dx'^ -4- (f/ X Vdx'- H- dy' 

des feâeurs femblables CM 7», CH/, on forme 
cette proportion M m — Hf. Mw::MH .MC, 

& partant MC =^^^^^^^^^. 

Seconde manière. On marquera ( Art. 64. ) 
les différences fécondes en ruppofant dx confiante; 
& les fefteurs femblables B m S, m E(i (Fig. 70. 
PI. 4. ) donneront Bm Q^) .mS (^x)::»ïE 

( l/d^F^Tjp ).Ek== '"^'"' '^ '''' ■ Or à caufe 
des triangles redlangles fe mblables H »i S , H » I , 
l'on aura H ») ou M»» ( y/dx'-t-dy' ) . mS ou M R 

(rfx);:HB(-^i» ) . nK= — , ^"''^ . Et 

vdx* + (fy* 

partant E» = ''' -*-^'»--y^r 5, ^^„^„t 
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une tfoificmc proportionnelle à Em , Em ou Mw', 
les fefteurs femblables Em», MGw donneront 
pour M G la même valeur qu'aupara vant. 

Si l'on nomme Mm ( \/dx^ -t-ày*') , au \ Sç 
qu'on prenne dy poiir confiante , au IieU de dx , 

on trouvera dans le premier cas MC = —-r > ' 

* ayddx 

& dans le fécond MC =: ' , ,^ " , . , . Et en- 

dxdu -+■ ydyadx 

-fin lî l'on prend du pour conilante, il vient dans 

prenuer cas MC = _ .. ou -^( parce que 

la difiïrence de d^ -^ dy* ^ du* eft dxddx -f- 

dj>ddjf = o. Se qu'ÙRfi;^^ = ^) ; & dans 

le fécond, MC = j^^ ou tit^' 

dx' — yddy dxdy H- ydds 

COROXL&IRE. II. 

80. Comme l'on ne trouve pour ME ou MC 
(F/^.73. P/ 4.; qu'une feule valeur , ils'enfuit 
qu'une ligne courbe A MD ne peut avoir qu'une 
feule dévelopée BCG. 

CoRo&làire III. 

81.S1 la valeur de M E(F;g. 67. 68. VI 4.) 

ve , il faudra prendre le point E du même côté de 
l'axe AB ou du point B , comme Ton a fuppofé en 
faifant le calcul i d'où l'on voit que la courbe 
fera alors concave vers cet axe ou ce point. Mais 
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filai v&léur de M£ eft négative i il &udfa pren- 
dre le point É du cSté cippcffé j d'où l'dâ voie 
que la courbe fera alors convexe. De forte (^ii'iû 
{)oint d'inflexion ou dé rebrôufTetnent qui féparC: 
la partie cohcavè de là cohvcxe i la valciif de 
M E ddit devenir de pofitive hégdti*e j S: partant 
' les perpendiculaires infiniment proches oU cbntî- 
gues doivent devenir de convergentes divergentes; 
pr cela ne ft peut faire qu'en deux manières. Caf 
6ù elles vont eh crtiifiâbt , à riiefure tfu'elles âppro^ 
chent du point d'inflékion ou de tebrOuffement ; 
Se. il &udra pour lors qu'elles deviennent parallè- 
les , c'eft-à-direi (}ue le rayon de là développée foie 
infini : bu elles voiit en diminuant ; & il faudra 
nétefiàirément alors qu'elles tombent l'ùiie fur 
Vautre, c'eft-à-diré, qiie le tayon de la développée 
foit zéro. Tout ceci s'accorde parfaitement avec 
ce que l'on x démontré dans \i fééttdn précédente; 

R Ê «t A À <^ u E. 

Sï.Cô'hme l'on aï crû jùfqu'ici que lerayorï 
de là développée étoit toujours infiniment grand 
au point d'inflexion , il cft à propos de faire voie 
qu'il y à , pou^ ainfi dire , une infinité de genres 
de courbes qui ont coûtes dans leur point d'in- 
Béxion \i rayon de la développée égal ^ zéro ; 
au lieu qu'il n'y en a qu'un feùl genre dans lequel 
ce rayon foit iiifini. 

5bit B A C ( F;g. 7 1 ■ P/. 4- ) une àts Cburbci 
qui bnt dans leur point d'inflexion A le raybn 
de la développée infint. Si l'on dével<^pe les parties 
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A > A C » en commençant au point Ai il eft 
cUir q^'on {bernera une l^e courbe D A £ qui 
ftura auiU un point d'inflexion dans le n^me point 
A 1 m^is dont le rayon de la développée en ce 
^tnt fera égal à zéro. Et G l'on fbrmoîc de la 
même forte une uoifîéme courbe par le dévelo- 
pefflint de la féconde O A H , & une quacriéme 
par le dévelopement de la troisième , & ainfi de 
(uice k l'infini i il eft clair que le rayon de la dé- 
veloppée dans le ]^oint dMnfléxion A de toutes 
c«s courbes , feroit toujours égal à zéro. Donc &c. 

PROPOSITION II. 

Problème. 
S). iviow^v^dansUtcourhes AMD» ( F^. 
fi, P/. 4.)0il l'axe A.'A fait avec la tangente en A 
un angU droit , h point B où cet axe touche la di~ 
veioppé* B C G. 

Si l'on fuppofe (\uç Iç point M devienne infini- 
ment près du Commet A > il eft clair que la per- 
pendkulaireMQ. rencontrera l'axe au point cher- 
ché B i d'où il ivÀt que fi l'on cherche en gêné-* 

raJ i* valeur de P Q.( -^ ) ^n x ou en^ , & qu'on 

Ik0c enfutte xou^ == a , on déterminera îe pomt 
P à tomber fur le point A , & le point Q fur le 
point cherché B; c*eft*à-dire , que PQ. deviendra 
alors égale à la cherchée AB. Ceci s'éclaircira pas 
les exemples qui fuivent. 
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£ X E *l F 1.B t 

84.801* I4 courbe AMD (Fig. fi. fe 4. ) 
Une Parabole qui ait ^our paramètre la droite 
ddniiéea- L'équation à la parabole éll ax=J^j 
dont la diffirenee donne <(»■ = "—-= -j^ i èé 

prenant la différence de cette dernière éqUatibil) 
en fuppo&nt dit conSinte , on trouve ddii ==i 

"^s". Siibftituant enfin ces valeurs à là pUté 



de ^ & de àdji dans la formule ,J i oâ 

aura ( An. 77, ) ME = '^W^^ — y^^ 

î — ". Ce ^ui donne cette conllriiâiom 

Soit menée par lé point T où la tangefltê MT^ 
rencontre l'axe, la ligne TE parallèle à MC ^ 
je dià qu'elle rencontre M t* prolongée au point 
cherché E. Car les aiigles droits MPT , MTE 
donnent Mp(l/i»)-PT( 2*)":: PT(îi)i 

P E = ^= iS^i & pat confiquefit M? 
+ PE = v-« + i25:. 

'a , , , 

De plus à caufe des triangles reftingiès MPQ., 
MEC, l'On aurlPM()/ii).PQ(i<j)::MË 

(|/i;+ â£5»).EC ouPK=i<n-ax.8epari 

tant QK ^ 2X, Ce qui donne cette hoùvelM 

«anftraâioO' 

H* 
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Soit ptife Q,K double de A P , ou (ce qaî f#» 
vient au même ) foit prife P K égale à T Q, 81! 
foit menée K C parallèle à P M. Elle rericontreri 
là perpendiculaire M C en un point C qui fera 
à la développée BC G. 

: Aaatminiye. /jr^aXf Se 2ydy = adx dont 
la différence ( en Aipporant Jx conftante ) donne 

iii)!* + «>'</4»' = ; d'oà l'on tire — ildy = i^.Et 

y 



-dJiy ' 

OH trouve ( /4r». 77. ) M E = f'fy'^/'''' ; tt par- 
tant E C ou P K =^«1±J±! =yjz +y± =pa 
-kPTouTQ. CequJ donne les mémesconftruaions 
qu'auparavant. Car MP,PT::A. dx-.-VXff^ . 

■ , . __ ^iy' 

iy a 

Pour trouver à préfent le point B où l'axe AB 
.touche la développée BCG. On a PQ ( ?é) =; j a. 
Or comme cette quantité eft conftante, elle de- 
meurera toujours la même en quelque endroit que 
fe trouve le point M. Et ainfi , lorfqu'il tombe fur 
le fommet A, l'ou aura encore PQ, qui devient 
en ce cas AB=ia. 

Pour trouver la nature de la développée BCG 
à la manière de Defcartci. On nommera la coupée 
BK , a j l'appliquée KCou P£, tj d'où l'on 



DES Infihisie'nt Petits. 117 

iHiraCK(r)=^^ & AP + PK — AB(») 

:^ IX ; mettait donc pour x fa valcut \ u dans' 

l'équation t = 1— S, l'on en formera une nou-!-: 

velle lyatt ^ 1 6»' qui expriinera la relation de 
BK à KC. D'où l'on voit qufi la développée BCG 
de la parabole ordinaire eiî une féconde parabole 
cubique dont le paramétre eft égal à 73 du pa- 
ramétre de la parabole donnée. 

Il eftvifible que la développée CBC ^Fig. 75. 
VI 4- ) de la parabole commune entière M A M 
a deux parties C B > B C qui ont leurs convexités 
oppofées l'une à l'autre, de forte qu'elles fop* 
, ment en B un point de rebrouffemenç. 

AvEB.TISfEMBttT. 

On entend par courbes geoméuiques A M D ^ 
B C G ( Fig. 72. VI. 4. ) celles dont la relation det 
coupées A P , B K aux appliquées P M , K C , y« 
peut exprimer par une équation où il ne fe rencontre 
point de différences ; ^ on prend pour géométrique 
tout ce qu'on peut faire par le moyen de ces lignes. 
Uonfuppofe ici que Içs coupées ^ les appliquées 
fpifnt dés lignçs droite^. 

ConOLXJLIEB. 

85. I . ORsqupla courbe donnée AMD eft 
géométrique, il eft clair que l'on pourra tou* 
jours trouver ( comme dans cet exemple ) une ■ 
équation qui exprime la nature de fa développée 
$CÇ j & qu'ainft cette développée fera aufiî geQ« 
' ^ - - Hj - 



n,g,t,7i.dt,'G00glc 



XfMqf». M«> je dit de plus qu'elle fera reâU 
fiable t ç^ell-^-dire , qu'on pourra trouver geo- 
inétriqueqent des hgnes droites égales itunede 
fes fortion» quelconque B C ,■ c^r ^ eft évident 
([ ^rt. 75' ) que l'on détern^inera avec le Cecours. 
de la lignfi AMD, qui eft géométrique , fur 
la tangente CM de la portion BC , un point Mt 
tel que la droite ÇIVl ne différera de la portioi^ 
^Ç que d'une droite donnée A ^. 

Eï B ■ f L B H. 

SêSoiT 1* courbe donnée MDM ( Fig. 74. 
fi. 4. ) une hyperbole entre fes arymptotes , 
gui ait pour équation aa = xy. 
• Qt^inuij—x.^^^^^'lx, Scfuppofant 

#rçpn<»ante, (A«. t-.y-iS:^p£^^,y 
(j'aù yçn tire rf<^ = -^ ; & mettant cette valeur 
iV\^^^^Ê-' '1 vient (.4rt- 77) Mî; = 
îS:t^fe.de forte que EC 0(i PK = — ^ 

T- '^- Ce qui donne ces conilrnfUoiis. 

§oit menée paï le point T où la tangente M T 
rencontre_ l'afymptote A B , la ligne X i parallèle 
à iVïÇ & qui reacoritre MP prolongée en Si foit 
prifc M Ê égale à la mqitié de M S de l'autre côté 
dç r?fymptoïe ( cjue l'on regarde ici Comme l'acte ) 
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parce que fa valeur eft négative ; on bien Toit prift 
P K égale à la moitié de T Q du même côté du 
point T : je dis que fi l'on mené EC parallèle , ou 
K C perpendiculaire à l'aM , elfes couperont la 
droite MC au point cherché C. Car il eft clair 

queMS ^^ii^'. & que t(i=^+^'. 

Si l'on fait quelque attention fur la figure de 
l'hyperbole M DM, on verra que fa dévelojîpé» 
C L C doit avoir un point de rebroufîemenc L , 
de même que la développée de h. parabole. Four 
le déterminer je remarque que le rayon D L de 
la développée eft plus petit que tout autre rayon 
MG ; d*où il fuit que la différence de fon ex^ref- 

fion ( An. 78. ) _i^^^ ' ■ ou -=rs;±^ 

fera;( SeBl. 5. ) nulle ou, infinie. Cç qui don- 
ne , en prenant toujours dx pour conftante , 



• — ^dxdy ddy^dx' H- dy* * H- dxdddydx^ ■+- dy^ * 
dx^ddy* 

00 ; d'où en divifant par dx'^ -+- dy"^ * > & multi-^ 
pliant enfuite par àxddy , on ,tire cette équation 
dx^dddy -t- dy^ddày — ^dyddy* z=z ou » , quî 
fervira à trouver pour x une valeur AH , telle que 
menant l'appliquée HD & le rayon DL de la 
développée , le point L fera le point de rebroufle-* 
ment cherché. 

On a dans cet exemple >= — , i/y =s '^ , 

H4 
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>'*'=-7ï— •''^*'.= — pr— c«^ JH^- 

qupi ii)n|aiit ces y^leui; dans l'iqyatipii prici- 
4en(e, on trouve AH (*)=i. P'où il fuit que 
le point P eft ie fpnjmet 4^ l'hyperbole , & que 
les lignes AD , D L ne font qu'une même droite 
A L qui en eft l'axe. 

^iiMpii lu. 

?7: Soit •'equatioiigénénflej'"' = x(Fig. 72, 
74. PI. 4. ) qui exprime la nature de toutes le; 
paraboles à l'infini , Iqrfque l'expofant m marque 
lin nombre pofitif entier on rompu* fit de toute^ 
les hyperboles r l'orfqu'il parque un nombre nér 

gatif-' ■■'■'■■ 

' On aura my- 'd}i=z ilx dont la diprence don- 
))«,enprenant<<xpour conftante , mm— m/' ~ 'dy' 
rf-wy^ ^^^ = o;&endiyifant par wy'"' , il 

YJeRt-T-Jii»' = '^T-j-T— i d'où mettant çetfe va^ 

}eur dans 1^^/ . on tirera (At. 77. ) M E 

j,..^^y ECouPK = .^ 

^. -JL—^ . Ce qui dqnne ces çpnftruâions gé- 

fiérales, 

Soit men^e par le point T où la tangente M T 
f encontre l'axe A P, la ligne TS parallèle à ^C 
^ qui rencontre M P prolongée au point S ; f<^f 
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prife ME = ^ JW S , pu bien foit prife P K 

== - ^ TQ.: il eft clair^ue fî l'on mené par le 

point £ une parallèle , ou par le point K une 
perpendiculaire à l'axe , elles rencontreront MC 
au point cherché C. 

Si m p^ négatif, comme il arrive dans les 
hyperboles, la valeur de ME (F/^. 74. PL 4) 
fera négative j & par cbnféquent elles feront coii- 
yexes vers leur axe qui fera alors une afymptote. 
Mais dans les paraboles où m eft pofîtîfi il peut 
arriver deux cas. Car ou ot ( Fig. 75. PL 4.) 
fera moindre que i , & alors elles lèront conve- 
xes du çôçé de leur axe , qui fera une tangoite 
au fommet : ou « ( Fig. 72. P/. 4. ) furpaOè i » 
te alors elles feront cqncaves vers leur axe qm 
fera perpendiculaire au fommet. . 

Pour trouver dans ce dernier cas le point B 
pu l'axe A B touche la développée. On aPQ. 

(^•^3 =^ j ce qui donne trois diffirens cas. 

Car ou w =; 2 , ce qui n'arrive que dans la para- 
bole ordinaire , & alors l'expolant Aejr étant nul , 
cette inconnue s'évanouit ; & par conféquent AB- 
= î , c'eft-à-dire , à la moitié du paramètre- Om 
I» eâ moindre que 2 , & alors l'expofant de jr 
étant pofitif , elle fe trouvera dans le numérateur, 
ce qui rend (en l'égalant ( -4rt. SjO^^^'^o) ^ 
fraâion nulle : c'eft-à-dire , que le point B tombe? 
W ce cas fiir le point A , comme dans la fec<»i<^ 
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pambole aû>ïqiicaxx=y\ Ou enfin»»(Fr^.7tf. 
Fi 4-) furpalle t , & alors l'expofant de y étant 
négatif, elle fera dans le dénominateur , ce qui 
rend ( lôrfqu'elle devient zéro) la fi-aftion infinie : 
^eft-à-dire, que le point Beft itiliniment éIoig;né 
an point A , ou ( ce qui eft la même chofe ) quet 
Vaxe A6 eft afymptote de la<îévelo{^ée , commd- 
dans la [H-emiere parabole cubique Aix =y. On 
peut remarquer dans ce dernier cas que la déve- 
loppée CLO ( Fig. jj. Pi. 4. ) de la demi-parabor 
le A D M a an point de rebroufTemeftt L j de forte 
que par le dévelopement delà partie LO conti-r 
nuée à l'infini , le point D ne décrit que la portion 
déterminée D A ; au lieu que par le dévelope- 
inentde l'autre partie L C continuée auIïïàrinT 
jiiH , il décrit la portion infinie D M. 
On détermittcra le point L de même que dan> 

yhyperbole. Smt parexemplefl«=>So«>=*'^ 

dtiaura<^'=:f X * dx , àiy z=^ — \x * dx* , 

8 

iàdyr=.^x * dx* ; & ces valeurs étant fubfti- 
tuée$ dans l'équation dx^dddy+dy^dddji ~ -^dj/ddy* 

t=^Ot on trouvera (^«. 86.) AH (x)=:|/?7hT 
Il en eft alnfî des. autres. 

R & M A R Q U B. 

88.Ek fuppofant que m futpafle i , afin que les 
paraboles fuient toujours concaves du côté de leur 
axe, il petil arriver différenscas. Car fi4c numéra- 
teur de la fraâion marquée par 7» eft pair , & lé 
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dinomihatËur impair } toutes les p&raboles totn-- 
bent de part & d'autre de leur axe dans yne pcH 
Jîtion femblable à celle de la parabole ordinaire. 
(Fig. 73. P/. 4.) Mais fi le numérateur & le dé- 
ncnninateur font chacun impair ; elles ont une po- 
rtion renverfée de parefic d'autre de kur axe , ea-> 
forte que leur fommet A ( Fig. jy. PL 4. eft uti 
point d'ififléxian , comme la [vemiere parabole 

i 
cubiquex=:jK 'ouA»jE=y. Enfin ii le numéra- 
teur étant impair, le dénominateur ell pair i elles 
ont une pofîtipn renverliSe du même côté de leur 
axe , enforte que leur fommet A ( ^ig. j6. PL 4.) 
c& un point de rebroulTémcnt, comme la féconde 

i 
parabole cubique x = je * ou ^xx == >*, Tout Cela 
fuit de ce qu'une puilfance paire ne peut pas avoir 
une valeur négative. Cela pofé , il eft évident , 

i^. Que dans le point d'inflexion A , {Fig- 7/. 
PL 4. ) le rayon de la développée peut être infini- 
ment grand , comme dans <iax = >' , ou infiniment 
.petit, comme àaxis aax^ :=y. 

3*. Que dans le point de rebrouflement A , 
( Fig- y 6^ PL 4. ).le rayon de la développée peut 
être ou infini comme dans a'wc = ^* , ou zéro 
comme dans flxx=y. 

3**. Qu'il ne s'enfuit pas ( Fig. 73. PL 4. ) de 
ce que le rayon de la développée eft infini ou 
zéro , que les courbes ayeni alors un point d'in- 
flexion ou de rebrpulTement. Car dans a* x =: ^ 
il eft infini , dans ax* =zy il eft nul j 6c cepen- 
dant ces paraboles tombent de part & dllutre^e 
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loir axe dans upe pofîtioq fembUble à çdie d« 
la parabole ordinaire. 

Exemple IV. 

89. Soit la courbe AMD (Fig.yi. 79. PA 4* 5.) 
une hyperbole ou une ellipfe qui ait pour axQ 
AfHaJ , & pour paramètre A F ( i ). 

On aura p ar la propriété de ces lignes jr == 

Vm ' ' zVaabx -^ abxx 

* , , Il Si donc l'on met ces valeurs 

^"■^ ~^— J^ "^ ''' expreffion générale de 
( Art. yi. ) MC, on trouvera dans ces de ux 
courbes M C — ■"" ♦ "»'-^ ■^'-'- '">"* ■^'if x 

Vaabb ^: 4abbx -+■ tbhxx -f- A^bx :p A^bxx 4M Q* _ujr 



^ 



que de part fit d'autre MQ (^^ — ^^ ^ / 

— 2a 'H 

ne cette conftruâion qui ferc aufli pour la parabole. 

Soit prife M C quadruplé de la quatrième con- 
tinuellement proportionnelle au paramètre A F & 
à la perpendiculaire M ^ terminée par l'axe; le 
point C fera à la développée. 

Si l'on fait x = o, on aura ( Aru 85. ) A B 
z=z\h. Et û l'on fait dans rellipfé x = 1 1 » oq 
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trouvera D G ( Fig. js* Pl-$) = ^ . c*eft-à- 
dire , égal à la moitié du paramètre dii petit axe. 
D'où l'on Voit que dans l'ellipfe la développée' 
B C G fe termine eil un point G du petit axe 
D O , où elle forme un point de rebrouflèment ; 
au lieu que dans la parabole & l'hyperbole elle 
s'étend à. l'infini. 

Sia =.h dans feliipfe, il vient MC == fa; 
d'où il fuit que tous les rayons de la développée font 
égaux entr'eux , & qu'elle ne fera par conféquent'' 
qu'un point : c'eft- à-dire , que l'ellipfe devient en 
ce cas un cercle qui a pour développée fon centre* 
Ce- <jut l'on fçaic d'ailleurs être véritable. 

Exemple V. 

jo-SoiT la courbe AMD ( Fig, 80. Pi. 5.J! 

une logarithmique ordinaire , dont la nature eil 

telle qu'ayant mené d'un de ces points qtielcon- 
U6 M la perpendiculaire M P fur l'afymptote 
' P , & la tangente MT ; la foutangente FT 

foit toujours égale à la même droite donnée a. 

On a donc PT (^ ) — a, d'où l'on tire dy 
=■2^ a dont la diffîrence donne , en prenant dx 
pour confiante , ddj/ = -=^ = ^-^ i & mettant 

ces valeurs dans - ^ .^^ , on trouve ( Art. yj- ) 
j^g___^^_^^^^ pariant EC ou.PK = 



t 
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~ f~f^ . Ce qui donna cette cohltruftirtii. 

Soit prife PK égaleà TQ.4u même c6té Aà 
T , parce que fa valeur eft négative ; 8c fait me^ 
née K C parallèle \ F M: je dit qu'elle rencon- 
trera la perpendiculaire MC au point cberchi 

Si l'on veut que le point M foit celiii de la plhs 
grande courbure , on fe fervira de la formula 
dx^âdd]/-¥â)i'dââf — ]dyddj/'-=z , que l'on a 
trouvée ( Art. S6. ) dans l'exemple fécond t & 

mettant pour i'fit'iO'i'U'O', leurs valeurs J^ , 

2^ , ^-^ , on trouvera P M (j( ) »|/{. 

11 ell clair , en prenant dx pour conflahte ^ 
que les appliquées y font entr'elles comme leurs 

différences </r ou ^ ; d'où il fuit qu'elles font 

auHi une progreflion géométrique. Car ^ ^°^ 
conçoit que l'afymptotc ou l'axe PK fort divifé 
en un nombre infini de petites parties égales P^ 
ou M R , p/ ou mS , /g ou bH , &«■ comprifes 
entre les appliquées P M , fui , /», go, &c. l'on 
auraPU. j»»:: Rm.Sn: : PM-4-R»>«u fm ^ 
fm -*- S» ou fit. On prouve de même que pm . 
/n : : y» . ^ , & ainfi de fuite. Les appliquées PM , 
pm, fil, go, &c. feront donc entr'elles une pio- 
grelCon géométrique. 
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EXSHPIB VI. 

91. SoiTia courbe AMD ( Fig. 81. PI. 5.) 
une logarithmique fpiralc , dont la nature eft telle 
qu'ayanr mené d'un de fes points quelconque M 
au point fixe A , qui en eft le centre , la droite 
M A & la (tangente M T j l'angle A M T foit pat 
tout le même. 

L'angle AMT ou; ActM étant confiant, ht 
raifon de otR ( (^ ) à R M {dx^ Xera aufli conf- 

tantc. 11 faut donc que la diffirence de ^ foit 

nulle i ce qui donne ( ea kiçpodnt dx confiante ) 
ddy = 0. C'eft pourquoi effaçant le tennc yiày, 

^^5 djt\/^^yddy «P«fiîon ( ^^f- 77- y gé- 
nérale de ME , lorfqùe les a^^liqu^es partent tou- 
tes d'un même point , on trouye M E = ^ , c'eft- 
à-dire, ME = AM. Ce qui donne cette coaftruc- 
tion. 

Soit Q^enéa A C perpendiculaire fur A M , âe 
qui rencontre en C la droite M C perpendiculaire 
à la courbe ; le point C fera à la dévelopée A C 6. 

Les angles A MX, ACM font égaux, puif^ 
qu'étant joints l'un ôcTauire au même angle AMC 
ils font un angle droit. La développée ACG fera 
donc la même logarithmique fpv aie que la donnés 
A M D , & elle n'en différera que par fa pofition. 

S l'on fuppofe que le point C de la développée 
ACG étant dpnné , il feille déterminer la loo- 
gueur CM de fon rayon en ce point > qui ( ^rt. 75 . ) 
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cftégalàla portion AC qui fait une infinité Àt 
retours avant que dé parvenir en A > il eft clair 
qu'il n'y a qu'à mener A M perpendiculaire fur 
A C. De forte que iî l'on mené A T perpçndicu- 
iairefur AM , la tangente Mf fera àuiil égale 
4 la portion A M de là logarithmique fpir^e don- 
née A M D. 

Si Ton conçoit une infinité d'appliquées AÀÎ, 
Am , An , A0, &c. qui faffent entr'elles des an- 
gles infiniment petits & égaux j il efl clair que les 
triangles MÀm, mAri , nko^ &c. feront fem- 
blables , puifqtle les angles en A font égaux , 8c 
que par la propriété de la logarithmique • les an- 
gles en I» . 71 . , &c. le font auflî. Et partant 
A M. Am : : Am. A». Et Am. A» : : A», ho. 6c 
ainfi dé fuite. D'où Ton voit que les appliquées 
A M , Atn , Am , A0 , &c. font une prc^eflîon 
géométrique i lorîqu'elles font entr'elles des angles 
égaux. 

Ex B « F LB. Vit. 

ja.SoiTli tourbe AMD ( Fig. 82. P/, 5.) 
une des fpirales à l'infini , formée dans le feÛeur 
BAD avec uiie propriété telle qu'ayant mené 
un rayon quelconque AIAP, & ayant nommé 
l'arc entier BPD, hi fa partie BP, Xi ^^ rayon 
AB ou AF, a-jSt. fit partie AM, y; on aie 
cette proportion ^ ^ : : «".y*. 

L'équation à la fpirale AMD eft>*=^ , 

dont la différence donné mjT — '4y=^-T^' Or à 

caufe 
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caufe dés fefteurs femblables AMR, A Pp , 
Ton aura A M {ji) . Aï {a): : MK (dx) .Pp 

( i/^ ) = — . Mettant donc cette valeur à la place 
de d^ dans l'équation que l'on vient de trouver , 
on aura OT>"<i> = - — -— ^ dont la différence ( en 
prenant dx pour conftante ) eft tnmy" 'dy -(- 
my^dày = i d*où en divifant par »y" ' , l'on 
tire — yddy = mdy ; & partant M E ( Art- jy,) 
( y'-'^'^yiy', _ n _ yJ"' -^-.yiy' . 

donne cette conlîruftion. 

Soit menée pat le centre A la droite T A Q 
perpendiculaire fur A M , & qui rencontre en T 
la tangente M T , & en Q la perpendiculaire 
MQifoitfaitTA-t-,rH^rAQ.TQ.i:MA. 
M E. Je dis que menant E C parallèle à TQ , 
elle ira rencontrer M Q. en un point C qui fera 
à la développée. , 

Car à caufe des parallèles M R G , t A Q. . 
Ion aura MR (^«>+ ;;r:riRG(^) . MG 

idx +^-£)::TA. +,;r:?lAQ.TQ:: AM 

(>.).ME = j4^i^4-.. 

Exemple. VIlI. 

9?. Soit AMD ( Fig. 83. FI. 5. ) une demi- 
roulette fimple, dont la bafe BD eft égale à la 
demi- circonférence B £ A du cercle générateur. 
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Ayant nommé A P , x ; PM, j* ; l'arc A E , 
« s fie le diamètre A B , 2<i ; l'on aur a par la pro* 
priété du cercle P E = |/a«*— x* i & par celle 
de la roulette j' ^ « h- ^/aa* — y.x , dont la dit 

-, , . , adx ' xdx zadx — xdx 

ference donne ay=du-¥- , •' = — , — ■_■ _ 

' V»« — IX VlaK XX 

ou dxy ~ ' , en mettant pour du fa valeur 

■■-j,. : eft fuppofant dx confiante , ddy = 

^ ZT. Jt — ; & en mettant ces valeurs dans 



— dxdéy * ^ ^ ' 

= %\/^a ~ %ax , c*eft-à-dire , iB £ ou 2M G. 

Si l'on fait x'=r*, !*on aura K^i=^ pour 
rayon de la développée dans le fommet A. Mais 
£ l'on fait x = i<t , on trouvera que le rayon dé 
la développée au point D devient nul ou zéro % 
d'où l'on voit que la développée a fon origine en 
D , & qu'elle fe termine en N , enforce que 
BN^BA. 

Pour fçavoir la nature de cette développée , iî 
nYaqu'à acihevsr le re^ngle 6S, décrire le 
demi-cercle DIS qui a pour diamètre DS , & 
mener Dl parallèle & JAC ou à bË^ Cela fait, 
il eft clair que l'angîe BDI eft égal à l'angle 
£BD; & par conféquent que les arcs Dl , BE 
font égaux entr'eux \ d'où il fuit que leurs cor- 
des DI, BE ou G q font aulC é^les. Si donc 
l'on tire IC» elle fera égale & parallèle à DG ^ 
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^ui par la génération de la roulette ell e^âlë i^ 
l'arc BÉ ou DI i & partant h dévelofipéfe pCk 
êft une demi-roulette qui à pour bafe là drBît^ 
NS égale à la demi-cîpcpnférehce DliS dé fôii 
tercle générateur : c'eft-à-dire , que c'eft H deîni- 
Iroulecte même AMDË, pofée dans une fîtiiÂ- 
tien renverfée- 

CoRDLÎAiÉE. 

i)4. Il eft dàir {Art. 75.) que là portion 3è 
fbulette DC eft double de fa tangente CGj 
bu de la corde corréfpondante Dl. Et la dehii- 
houlette DCN double dudiamëtrt BN ou DS 

de fon cercle générateur 

A0TRÉ SbiÛTibÎT; 

*>5- On peut encore trouver la lôngiieiir dii fà- 
yoii MC fans aucun calcul , en cette forte; 
Ayant imaginé une autre perpendiculaire mO 
infiniment proche de la première , une autre pa- 
rallèle Wtf , uHe autre corde Be, & décrit Aéi 
centres, C , B les petits arcs GH , EF , on for- 
mera les triangles redtangles GHg i ÉFc qui 
feront égaux & fêmblablcs ; car G g =; E é , piiifr 
que B G ou M E eft égale à l'arc A E , & de même 
Bgou fne eft égal à Fâfc A <r ; de plus Hg 6ti 
ffîg — MG = Fff bùBf — BEi GH feradoiic 
égal à EF. Or les perpendiculaires MC* wCj 
étant parallèles aux cordes EB , «B , l'ahglë 
MCTwfetà égal à l'angleEBc. Doncpùif^ùc lél 
arcs GH, EF , qui mcfureht ces angles i fôiit 
la 
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égaux , il s'enfuit que leurs rayons CG , BË 
feront aufli égaux -, fie partant que M C doit être 
firife double de M G ou de B K. 

L B M M c. 

$£. S'iLJ"*v nombre quelconque àe quantités 
a, b, c, d, e, Ùc. fait que ce nombre foit fini 
ou infini , foit que cei quantités foient des lignes , 
«u des furfaces , ou des folides ,* ta fomtne a • — ^ b 
-►■ b — : c -h c — d -f- d — € 5 &c. de toutes leurs 
différences ejï égale a la plus grande a , moins la 
plus petite e , ou fimplement à la plus grande , lorf^ 
que la plus petite eji ^ero. Ce qui eft vifible. 

CoKOLii.imE L 

97- Les feÛeurs CMm, CGH, étant fem- 
blables, il eft clair que Mm eft double de G H 
oii de fon égale EF j & comme cela arrive toa- 
jours en quelque endroit que l'on fuppofe le point 
^j il s'enfuit que la fomme de tous les petits 
arcs Mot, c'eft à dire , la portion Am de la de* 
mi-roulette AMD, eft double de la fomme de 
tous les petits arcs E K. Or le petit arc E F fait 
partie de la corde AE perpendiculaire fur BE, 
& eft la différence des cordes A E , A e , parce 
que la petite droite e F perpendiculaire fur A e 
jjeut être confiderée comme un petit arc décrit 
du centre A ; & partant la fomme de tous les 
petits arcs EF dans l'arc AZE fera la fomme des 
différences de toutes les cordes AE, Ar , &c, 
dans cet arc, c'eft-à-dire, parleLemme qu'elle 
feraégalç à la corde ÂE. Il eft donc évident 
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que la portion A M de la demi-rôulcttc A MD eft 
double de la corde corrcfpondante A E. 

Corollaire II. 

'sS.L'espace UGgm{Art. a.) ou le tra- 
pèze M<3Hï» = iMmH-4GH xMG = iEF. 
X BE , c'eft-à-dire , qu'il eft triple du triangle ^p. 
ou EBe ;d'où il fuit que l'efpaceMGBA, fpmm^ 
de tous ces trapèzes , eft triple de rcfpace circu-, 
laire BEZA, femme de tous ces triangles. 

C O R O L I- A IR E IIL 

99.N0MM ANT BP,^i l'arc AZEouEM 
ou B G , « ; £c le rayon K A , ^ ; l'on aura le- 
parallelélogramme MGBE =:a^. Or l'efpaçede 
la roulette MGBA r;= jBEZA = jEKB-t-.^^B; 
Ccparunt l'efpace A M EB" renfermé par la por-; 
tion de roulette A M , la parallèle M Ë , la corde. 
BE & le diamètre AB» eft =i ^EKBh-U», 
-1- u^. D'oîi il fuit que fi l'on prend BP (^ = fji , 
. l'efpace A M E B fera triple du triangle correfr. 
pondant £ K B ; & aura par conféquent fa qua- 
drature indépendante de celle àt^ cercle. Ce qu^ 
M. Hugens a remarqué le premier. Voici encorô 
qne autrcforre d'efpace qui a la même propriété. 
Si Ton retranche de l'efpace AMEB le,ieg-; 
ment BEZA , ilreftera l'efpace A ZEM = iElCft 
+ au — u^i d'où Ton voit que fi le point P 
tombeau centre K, l'efpace AZEM fera égal, 
au quarré du rayon. Il eft évident qu'entre tous, 
les efpaces AMEB & AZEM , il n'y a que. 
1 î 
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l(4à<^X4uel^>a vient de déterminer qui ayenç 
ieitr quadrature aKolue indépendante de celle 
§u cercle. 

ExBHrtslX. 

loo-SpiT la demi-roulette AMD (Fi;. 84. 
fl. 5. ) décrite par la révolution du demi-cercle 
^£B autour d'un autre cercle immobile BGD; 
^ qu'il faille déterminer fur la perpendiculaire 
M G donnée de pofition , le point où elle touche 
la développée. 

Pour (é fervir des formules générales 11 faudroit 
prendre pour les appliquées de la courbe A M O , 
{les lignes droites perpendiculaires fur l'axe O A , 
& chercher enfuite une équation qui exprmàç 
]a relation des coupées aux appliquées , ou de 
leurs di^rences- Mais comme le calcul en feroic 
jort pénible, il vaut beaucoup mieux dans ces 
fortes de rencontres en tenter la folution en fe 
jçrvanf de la génération même. 

Lprfque le demi-cercle AEB efl parvenu dan; 
I^poiitJon MGB dans laquelle il touche en G 
la bafe B D î 5c que le point décrivant A tombe 
fiiir le pqiiit ftl d< ^ demi-roule^te AMD. : il 
çft clair, 

' lO.QuelVc ÇfM eft égala l'arc GD , com- 
ine aufli l'arc GB du cercle mobile à lare GB. 
^u cerc)ç immobile. 

1®. Que M G eft {Art. 45. ) perpendiculaire 
fur U courbe ; c^r confidérant la demi-circonfé- 
rence MGB ou A£B,,& la bafe BGD com- 
laie. r^emblage d'une infinité 4^ P^^^ ^9^^^ 
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égales chacune à fa corréfpondante , il etk manî- 
fefte que la demi-roulette AMD fera l'afiem- 
blage d'une infinité de petits arcs qui auront 
pour centre fucceffîvement tous les points tou- 
chans G , & qui feront décrits chacun par le mê- 
me point M ou A. 

5°. Que fi l'on décrit du centre O du cercle 
immobile l'arc concentrique M E î les arcs M G , 
£B du cercle mobile feront égaux entr'eux, 
auiïî-bien que leurs cordes M G , £ 6 , & les 
angles OG M , OBE. Car les droites 0K,0K, 
qui joignent les centres des deux cercles font éga- 
les , puifqu'elles pafTent par Içs points touchans 

B, Gj c'eft pourquoi menant les rayons OM, 
OE, & KE, on formera les triangles OKM , 
O K E égaux & femblables. L'angle OK M étant 
donc égal à l'angle O K E i les arcs M G , B E 
des demi-cercl« égaux M G B , BEA, qui me- 
furent ces angles y feront égaux , comme aulU 
leurs cordes M G , K B ; d'où il fuit que les an- 
gles OGM , OBE le feront auffi. 

Cela poîé , foit entendue une autre perpendi- 
culaire mG ( Fig. 85. PI. 5.) infinimeni; proche 
de la première, un autre arc ccHicentrique me t 
& une autre corde Be j foient décrits des cenwes 

C, B, les petits arcs GH, EF. Le? triangles, 
reâangles GHg , EFe feront égaux & fembla- 
bles^ carG^ouD^ — PG = Eeou à l'arc Bç 
— l'arc B E\ de plus Hg ou w « — M Q =r F<p 
ouàBe — BE Le petit arc G H fera donc égal 
au petit arc EF i d'où il fuit que l'angk G Cli 

I4 
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eft à l'angle E BF , comme BE eft à C G. Ainî' 
toute la difficulté fe réduit à trouver le rapport 
de ces angles. Ce qui k fait en cette forte. 

Ayant mené les rayons OG, Q^, KE, Ke, 
& nommé OG ou OB, l • KE ou KBou KA , 
«i il eft clair que l'angle EBe= OBe — OBE 
= 0g»» — OGM^(en menant GL, GVpa- 
rallelesàCm, Og) LGM — OGV = GCH 
— G 0«. On aura donc l'angle G CH = G Oj; 
-t- E B F. Or les arcs Gg , Ee étant égaux , l'on 
«uraaulfi GOg . EKe ou 2EBF i : KE(ii ). 

OG(i);&partant l'angle GO« = yEBF, 
& GCH = °-^^E B F. Donc GCH . EBF ou 
B E r C G : ï — r^ . I , & partant l'jnconnuQ 

CG^ ' N V BE ou MG. Ce qui donne cette 

CPnftruftion. 

Soit fait OA(Fi>. 86. PI. 5. ) ( ja -t- h), 
OP(4) ;: MG.GC; le point C fera à la dé- 
veloppée. 

Il eft clair i ". Que cette développée commen. 
ce au point D , & qu'elle y touche la bafe BGD ; 
puifque l'arc G M devient en ce point infiniment' 
petit i«. Qu'elle fe termine au point N , en- 
fbrtequçOA. OB:: AB.BN :: OA — AB 
ou O B . O B — B N ou O N ; c'eft-à-dire , qua 
OA, OB, ON font continuellement propor, 
tionnelles. 3°. Si l'on décrit }i ptéfent Iç cçtclç 
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NSQ, du cientre O , je dis que la développée 
D C N eft formée par la révolution du cercle mo- 
bileGCS , qui a pour diamètre GS ou BN» 
autour de l'immobile N S Q. : c'eft-sUdire . qu'elle 
eilune demî-roulette femblable à la propoféex 
ou de même efpece ( parce que les diamètres AB « 
B N des cercles mobiles ont entr'eux le même 
rapport que les rayons OB, ON des cercles 
immobiles ) > 8c pofée dans une fîtuation renver- 
fée ; enforte que fon fommet eft en D. Pour le 
prouver , fuppofons que les diamètres des cercles 
mobiles fe trouvent lur la droite O T menée à 
difcrétion du centre O j elle pafiera par les 
points tpuchans S , G i 6c faifant A B ou T G . 
BNouGS;:MG.GC, le point G fera à la 
développée, U de plus à la circonférence du 
cercle GCS; car l'angle GMT étant droit, 
Fangle GCS le fera auflï. Or à caufe des angles 
égauxMGT,CGS, l'arc TM ou GB eft à 
l'arc es , comme le diamètre GT au. diamèue 
GS:: OG. OS : :GB.NS.- &partantles arcs 
C S , S N font égaux. Donc , &c. 

Corollaire I. 
I O ï . Il eft clair {Art. 75.) que la portion de rou- 
lette D C eft égale à la droite C M ; & partant 
queDC eft à fa tangente CG : : AB h- BN. 
BN : : OB + ON • O N i Ceft à-dire , comme 
la fomme des diamètres des deux cercles géné- 
rateurs , ou des cercles mobile & immobile , eft 
au rayon du cercle immobile. Cettç veriré fe dé- 
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couvre encore de b minière qui fuit. A caufe 
des triangles femblablesCMffl , CGH, (Ff^. 
(;. PI. ;. ) l'on aura Mm . GH ou E F : • M C . 
GC :: OA-i-OB ( mh- j» ). OB (i). rVoil 
il fuit ( comme dans l'art, ^j. ) que la portion de 
foulette AM eft à la corde correfpondinte AB , 
comme la fomme des diamètres du cercle géné*> 
nteur & de la bafe , eft au rayon de la bafe. 

C0»0(LAIftB II. 

io>.Lb trapfc* MGHm (F>«. 85. P(. j.) 
= èGHH-SMixMG.0TCG(-4r-. MG), 

CM('^L±^MG)::GH.M«7 = ^^*GH, 

Ponc puifquc GH = EF,&MG = EB,ron 

aura MG H« = **^^* EF x EB : c'eft^à-dirc , 

que le trapèze MGHm iera toujours au triangle 
Gorrefpondant Ë H F : : ^a-\~^h . h. 

Doù il fuie que l'efpace M G6 A renfermé par . 
MG, AB perpendiculaires à la roulette , par. 
Tare BG & par la portion de roulette M A > efl 
au fegment de cercle correrpondant B £ Z A : ; 
^d'Jh^h . h. 

COROLLAIKE Itl* 

lOj.I L eu viîible que la quadrature indéfinie de 
la roulette dépend de la quadrature du cercle * 
9iats fi l'on prend OQ (Fig. 87. PA 5- ) mo- 
yenne proportionnelle entre O K , O A , & qu'on 
décrive de ce rayon Tare QEM ; je dis <5^ue l'ef- 
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pace A BE M renfermé par le diamètre AB, h 
corde B E , l'arc E M , & par la portion df rou- 
lette A M , eft au triangle E K B : : jh -t- ;i . i. 
Car nommant l'arc AE ou Q ri , n i le rayon OQ, 
îi Ton auraOB(t).OQrO = -'5B(a).RQ 
pu M£^ ^. Et partant refpace B. GB C2. oi( 
M QBE, c'eft-à-dire, iCiiH-;k(i X BQ.= 



-j-^- Or ( Art. 102. ) l'efpaçe de la roulette 



WGBA = '4ii-'xBEZA^îî:î^v 

.^.îilifxKEZAC"). Si donc l'on tïtranche 

le précédent efpace de celui-ci , il reliera ABEM 

aaaa -t- Jtfiu ■+ bbu — ffu "-+-?*„ 1? v n 

___ __ ^+— -jT^ X KilB 

==r—T^£KB , puîTqtie par la conilruâion^ 

== iaa H- ^ah -♦• hh. Tfoh l'on voit que cet ef- 
pace a fa quadrature indépendante de celle diï^ 
cercle , & qu'il c9i le feul parrni tous fes feni- 
blables. 

En voici encore un autre qui a la même pro- 
priété. Si l'on retranche dé l'efpace A B E M le 
fegment BEZA (jOT-t-EKE,) 'Ireftwa l'ef- 
pace AZEW = '.'"'''^"'''^'*"~"" +^^4:^' 

E K B =^îî;^ E K B en faifant u = aa«-Mi 

•*- Ih : cfeft-à-dire , que fi l'on divife la demi-dr- 
çonférçoce en deux paiement au point £ , l'ef- 
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pace AZEM fera au double idu triangle EKB,' 
c'eft-^re , au quaiiè du rayon ::OK («-t-i). 
OB(i). 

. C O R O X'L A I K B 1 V. 

104.S I le cercle mobile A E B ( Fig. 88. PA 5. ) 
roule au dedans de l'immobile B G D > Ton dia- 
mètre AB devient négatif , de poficif qu'il étoit 
auparavant ; .& partant il faut changer de li- 
gnes les termes où il fe rencontre avec une di- 
œenfîon impaire. D'où- il fuit» 1''. Que fi l'on 
mené à diicrétion la perpendiculaire M G à la' 
roulette , Se que l'on faffe OA (i — z« ) . O B, 
(i)::MG.GC. le pointe fera {Art. 100.) à 
la développée DCN décrite par la révolution 
du cercle qui a pour diamètre BK , au dedans, 
de la circonférence NS concentrique à BD. 
a°. Q)iè S' ton décrit du centre O l'arc ME , 
la portion de roulette A-M iêra^Wrr. lor. ) à la. 
corde AE:: al — 2a.b. 3°. Que l'efpace MGBA. 
eft {Art. 102.) au fegment BE ZA :; jt — iii.b. 
4". Q.ue fi l'on prend Od^y/iau—jui-t-u, 
c*efi-à-dire « moyenne proportionnelle entre OK» 
OA ; l'eipace ABEM renfermé par la portion de 
roulette AM , l'arc ME , la corde £B, & le dia- 
mètre A B , fera ( Art. loj. ) au triangle 
EKB:: j i — la ■ b. Mais que fi l'on fait OQ.0U 
OE = 1/20^ — 14* -tii, c'eftà-dire , que l'arc. 
A E foit le quart de la circonférence ; l'efpace 
AZEM renfermé par la portion A M de roulette 
& par les deux arcs M£, AE, (cra (IW.)aii 
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triangle E K B qui eft en ce cas la moitié au 
quarré du rayon : : si — 2a. h. 

Corollaire V. 
105. S 1 l'on conçoit que le rayon OB ( F/g. 8^, 
PI. 5. ) du cerde immobile devienne infini , l'arc 
BGD deviendra une, ligne droite, & la courbe 
AMD. deviendra la roulette ordinaire. Or corn* 
me dans ce cas le diamètre A B du cercle mo- 
bile en nul par rapport à celtli de l'immobile ; il 
s'enfuit , 1°, Que M.G . GC :: h. b. Puifque 
i± aa = i , c'eft-à-dire , que M G = G G i & 
partant que fi l'on pretid B N ^ A B , & qu'on 
mené la droite NS parallèle à BD , la développée 
DON fera formée par la révolution du cercle , 
qui a pour diamètre BN > fur la bafe NS.. 2°. Que 
la portion de roulette A M (F/g. 85.88. PjÇ. $.) 
efl à la corde correfpondante AË :: 2b .b. 30. Que 
Vefpace M G B A eft au fegment B E Z A : : ji . i, 
4". Puifque BQ {Fig. 87. 88. PI- 5. ) ou±QQ 
qcOB, que j'appelle X, efti= ;+fciv'2«a±3ai-»-«, 
d'où l'on tire ( en ôtant les incommenfurabtes ) 
XX i 2bx =^ 2aa +306 ; l'on aura x^{a , en ef- 
façant les. termes où b ne fe rencontre point, 
parce qu'ils font nuls par rapport aux autres. C'eft- 
a-dire , que û Ton prend dans la roulette ordir 
naire BP= | AB , & qu'on mené la droite PËM 
( F/g. 85. PL 5. ) parallèle à la bafe BD i l'ef- 
pacc AMËB fera triple du triangle EKB. On 
trouvera en opérant de la même manière , que fi 
le point P tombe au centre Kj J'efpaçe AZ£M 
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tenfenné par là portidn de roulette À M » ti 
droite M E , & l'arc A E , fera égal au quarri 
du rayon. Ce que Ton a déjà démontré Ci' 
devant art. 99. 

Rbkakqvè. 

io6.CoMMElesarcsDG,GM(F*^. 84.^/. 5.) 
font toujours égaux ehcr*eux , il s*ehfUic que l'an- 
gle DOG eft auflî toujours à l'angle GKM : : G K ; 
OG.Ccft pourquoi l'origine D de la roulette DMAj 
ies rayons O G , GKdes cercles géiiérateurs , & 
le point touchant G étant donnés j fi l'on veut 
déterminer dails cette pofition le point M qui dé- 
crit la rouleue^ il ne feut que tirer le rayoïl 
KM , enibrte que l'angle GK M fuit à l'angle donné 
0OG::OG. GK. Or je dis maintenant que 
cela fe peut toujours faire géométriquement , lorf- 
que le rapport de ces rayonc fe peut e:tprimer par 
nombres ; & partaiit que la roulette f) M A eft 
alors géométrique. 

Car fuppofant , par exempte , que OG . GK : : 
13 . 5 ; il eft clair .que l'angle M KG doit conte- 
nir deux fois l'angle donné DOG, & de plus | de 
cet angle. Toute difficulté fe réduit donc i di- 
Vifer l'angle DOG en cinq parties égales. Ot 
c'eftune chofe connue par les Géomètres , qu'oii 
peut toujours divifer géométriquement un angle 
ou un arc donné en tant de parties égales qu'où 
voudra; pujfqu'on arrive toujours à quelque équa-i 
tion qui ne renferme que des lignes droitef» 
Donc, &Cé 
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le dis de plus que la roulette DMA efitoé-» 
canique « ou ce qui eft la même diofe , qu'oa 
ïie peut déterminer géométriquement fes points 
M y lorfque la raifon de OG à. K G ne fe peut ex- 
primer par nombres i c'eft-à-dire , lorlqu'ellfii 
eft fourde. 

Car ( Fig. 89. P/. 5. ) toute ligne* fojt méca^ 
nique foit géométrique , ou reâtre en ell«rmême 
ou s'étend à l'infini i puifqu'on peut toujours cit 
continuer la génération. Si donc le cercl« moblte 
ABC décrit par fon point A dafts fa premierof 
révolution la roulette AD E , cette roulene ne 
fera pas encore finie > & continuant toujours de 
rouler i! décrira la féconde EFG , puis la troi- 
fiéme GHI, Scainfi de fuite jufqu'à ce que le 
point décrivant A retombe après pluiieufs révo- 
lutions dans le même point d'où il étoit parti. £c 
pour lors fi on recommence à faire rouler le cerci* 
mobile ABC, il décrira dorechef la même ligne 
courbe , de forte que toutes ces roulettes pri- 
fes enfemble ne compofent qu'une feule courbe 
ADEKGHI, &c. Or les rayons des cerclet 
générateurs étant incommenfu râbles , leurs cir- 
conférences le feront aufli ,- & par conféquent le 
point décrivant A du <xrcle mobile A B C ne 
pourra jamais retomber dans le peim; A de rim-« 
mobile , doîk il étoit paroi , fi grand que pui^ 
être le nombre des révolutions. 11 y aura donc 
«ne infinité de roulettes qui ne formeront cepea-^ 
^ans qu'une même ligne courbe ADEFGHI, 
&c. Maintenant fi l'on loene au traver; 4U1 cende 
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immobile une ligne droite indéfinie , il eft dair 
qu'elle coupera la courbe continuée à l'infim en 
une infinité de pcHnts- Or comme l'équation qui 
exprime la nature d'uiie ligne géométrique doit 
avoir au moins autant de dimenfions que cette li- 
gne peut être coupée en de différens points par une 
droite ; il s'enfuit que l'équation qui exprimeroit 
la nature de cette courbe auroit une infinité de 
.dimenfions. Ce qui ne pouvant être , on voit 
. évidemment que la courbe doit être mécanique 
ou tranfcendente. 

PROPOSITION III. 

Problème. 

ioj.Tj Aligne courbe BFC (F/g. 90, PI. 5.) 
étant donnée , trouver une infinité de lignes A M , 
BN , KfO , dont elle fait la développée commune, 
ii l'on développe la courbe B F C en commen- 
çant par le point A , il ell clair que tous lès 
pointsA, B, F, du fil ABFC décriront dans 
ce mouvement des lignes courbes AM,BN, 
FO, qui auront toutes pour développée com- 
mune la courbe donnée B F C. Mais il faut obfer- 
yer que la ligne F O n'ayant pour développée que 
la partie F C , fon origine n'eft pas en F ; & que 
pour la trouver , il faut développer la partie ref- 
tante fi F , en coiîunençant au point F , pour dé- 
crire la portion £ F de la courbe EFO dont l'o- 
rigine eil en £ , ôc qui a pour développée la courbe 
entière BFC. ' 

Si 
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Si Ton veut trouver les points M , N » O fans 
fe fervir du fil A B F C , il n*y a qu'à prendre fut 
une tangente quelconque C M , autre que B A , 
les parties CM . CN , CO égales à ABFG, 
BFC,FC. 

CoROtLAlHË' 

108. 1 L cft évideht , 1°. Que les courbes AM , 
BK , EFO font d'une nature très-différente 
êntr'elles î puîfque Id. courbe A M a dans Ton 
fommet A le rayon de fa développée égal à A B » 
au lieu que celui de la courbe B N eft nul. i 1 eft 
Vifiblé aufli par la figure même de la courbe EFO 
qu'elle eft très différente des coUrbes A M , B N". 
2», Q.ue les Courbes AM, BN, EFO ne 
font géométriques que lorfque la donnée BFC 
éft géométrique & de plus reftifiable. Car li elle 
ft'eft pas géométrique, en prenant BK. pour U 
Coupée , on ne trouvera point géométriquement 
l'appliquée KG :6c fi elle n*eft pas reûifiable , 
ayant mené la tangente C M , on ne pourra dé- 
terminer géométriquement les points M , N , O 
des Courbes AM, BN, EFO ; puifqu'on ne 
peut trouver géométriquement des lignes droite^ 
égales à la ligne courbe BFC , & à fes portions 
Bf ,FC. 

Kbma.kqtje. 
109. Si l'on développe une ligne courbe BAC 
{Fig. 91. P/. 5. ) qui ait un point d'inflexion ea 
A , en commençant par le point D , autre que le 
point d'inflexion ; on formera par le développe- 
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ment de la partie B A D la partie DEF ; & par 
celai de la partie DC, la partie reftanteDG: 
de forte que FED G fera la courbe entière for- 
mée par le développement de BAC. Or il eft vi- 
iible que cette courbe rebrcuflè chemin aux points 
D & £ , avec cette différence qu'au point de re- 
brouflement D les parties DE, DG ont leur 
convexité oppofée l'une à l'autre ; au lieu qu'au 
point E les parties D E , E F font concaves vers 
. le même côté. On a enfeigné dans la feâion pré- 
cédente à trouver les points de rebrouflement tels 
que D : it eft qvieftion maintenanc de déterminer 
les points E ; qu'on peut appeller points de re- 
brouflement de la féconde forte , & que perfonne» 
quejefçache, n'a encore CMilideré. 

Four en veniràbout, on mènera à difcrétion fur 
la partie DÉ deux perpendiculaires MN, mw, 
terminées par la développée aux points N , n , par 
lefquels' on tirera deux autres perpendiculaires 
NH , wH fur les premières N M , wiw j ce qui for- 
mera deux petits fefteurs MN»ï , NH» qui feront 
femblableSi puifque les angles MN07 , N H n font 
égaux. On aura donc N» lM»ï : : NH . NM. Or 
dans le point d'inflexion A le rayon N H devient 
(^rf. 81.) infini ou zéro ; & le rayon MN , qui 
devient AË» demeure d'une grandeur finie, il faut 
donc qu'au point de rebrouflement E de la féconde 
tort-e , la raifonde la différence Nn du rayon MN 
de la développée , à lâdifférence M w de la coiu:- 
be , devienne ou infiniment grande ou infininkent 
■perise. tt |»artaht puifque ( Art. 86. ) N » 
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dx^dày'^ 
—_ __. dx^dddy-i-dy'^dddY — ^dyJdv'^ 

z=z-Udx'-^dy\ Ton aura ^ .Jx^^j,^ " 

z=: e ou 00 ; & multipliant par dxddy , on trou- 
vera la formule dx*dàdy -t- dydd^y ■ — ^àydày 
= oovL 00 , qui fervira à déterminer les points 
de rebrouflement de la féconde fortie. 

On peut encore concevoir qu'une rebrouffante 
DEF ( F;g. 93. 95- P/. 5.) ouHDEFGde la 
féconde forte , ait pour développée une autre 
rebrouffante BAC de la féconde forte , telle que 
fon point de rebroulTement A réponde au point 
de rebrouflement E , c'eft-à-dire , qu'il foit fitué 
fur le rayon de la développée qui part du point E. 
Or il eft clair dans cette fuppofition , que le 
rayon E A de la développée fera toujours un plus 
petit ou un plus grand • & partant que la di%- 

rence de ■^^^H-rfy'-' ejrpreflîon générale {Art. 78.) 

-^dxddy 

des rayons de la développée, doit être nulle ou 
infinie au point cherché Ë ; ce qui donne la 
même formule qu'aupamvant : de forte qu'elle 
eft générale pour trouver les points de rebroufle- 
ment de la féconde forte. ( ConfuUe\ ^ttr toute 
cette ScSion la Note cinquantième^ 
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SECTION vr. 

Vfage au calcul des diffèrenca pour trouver 1er 
Caufiiquespar réfiéxion, 

DÉFINITION. 

SI l'on conçoit qu'une infinité de rayons BA, 
BM, BD, (Fig.94. 9j. PI. 5.) qui par- 
tent d'un point lumineux B , fe réfléchïflent à la 
rencontre d'une ligne courbe AMD, enforte 
que les angles de réflexion foient égaux aux an- 
gles d'incidence i la ligne H F N , que touchent 
les rayons réfléchis ou leur prolongement AH, 
MF, DN, eftappellée Ca:/jî/^Hr f<n* réfiéxion. 

COKOILAIRE L 

T 10 S I l'on prolonge H A en ï , ( Fig. 94. PI. 5. ) 
de forte que AI =: AB , & que l'on développe 
la caufiique HFN en commençant au point I ; 
on décrira la courbe I L K , telle que la tangente 
FL fera {Art, 75.) continuellement égaleà la por- 
tion F H de la caufiique , plus à la droite H I. Et 
ji l'on conçoit deux rayons incident & réfléchi 
Bm , mK infiniment prb de BM, MF, Se 
qu'ayant prolongé F »î en / , on décrive des cen- 
tres F , B les petits arcs MO, M R : on formera 
les petits triangles reûangles M O w , M R m , 
qui feront femblables & égaux ; car puifque l'an- 
gle OwïM= FmD = RwM , & que de plus 
l'hypotenufe Mm eft commune , les petits câ^és 
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Om , Rw feront égaux enir'eux. Or puifque 
Oot eft la différence de LM, ScRm celle de 
BM, & que cela arrive toujours en quelque en;- 
droit qu'on prenne le point M } il s'enfuit que 
ML — lAou AH+HF — MFfomme {Art. 
96. ) de toutes les différences Oot dans la por- 
tion de courbe AM, eft =BM — B \ fom- 
me ( Art. 96 ) de toutes les différences Rw dans 
la même portion A M. Donc la portion H F de 
la cauftique HFN fera égale à BM — BA 
-t-MF- AH. 

Il peut arriver différens cas , félon que le ra- 
yon incident B A eft plus grand ou moindre que 
B M , & que le réfléchi AH développe ou en- 
veloppe la portion H F pour parvenir en M F : 
mais l'on prouvera toujours , comme l'on vient 
de faire , que la différence des rayons incidens 
eft égale à la différence des rayons réfléchis , en 
joignant à l'un d'eux la portion de la cauftique 
qu'il développe , avant que de tomber fur l'autre. 
Par exemple, BM — BA (F/g. 95. P/.5.) = 
MF-hFH — AH,- d'où l'on tire FH = BM 
— BA-t-AH_MF. 

Si l'on décrit du centre B l'arc de cercle Ap ; 
(F/?,94.95.P/.5:)ileftclair que f M fera la 
différence des rayons incidem B M , B A. Et fi 
l'on fuppofe que le point lumineux B devienne 
infiniment éloigné de la courbe AMD; ( F/g. 
g'S.Pl. 5.) les rayons incidens BA, BM de- 
viendront parallèles , & l'arc AP deviendra une 
ligne droite perpendiculaire fur ces rayons. 
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c0r0li.aib.s. il 

1 1 1 ■ S I l'on conçoit que la figure B A M D ( Fig. 
54. VI. 5) foit renverfée fur ïe même plan , en- 
forte que le point B tombe fur le point 1 , 6c 
qu'ainli la tangente en A de la courbe AMD 
dans fa première fituatîon , la touche encore 
dans cette nouvelle ; & qu'on ^ffe rouler la courbe 
«Me/ fur AMD, c*eft-à-dire, fur elle-même, 
enforte- que les portions d M , A M foient tou- . 
jours égales : je dis. le point B décrira dans -ce 
mouvement une efpece de roulette ILKqui aura 
pour développée la cauftique H F K. 

Car il fuit de la génération , i*». Que la ligne 
L M tirée du point décrivant L au point touchant 
Mfcra(^rt. 45.) perpendiculaire à la courbe 
ILK. 2». Que Ldou IA = BA , & LM = 
BM. 50. Que les angles, faits par les droites ML, 
B M fur la tangente commune en M font égaux; 
& partant que fi l'on prolonge LM en F , le ra- 
yon M F fera le réfléchi de l'incident BM. D'où 
l'on voit que la perpendiculaire LF touche la 
cauftique H F K : & comme cela arrive toujours 
en quelque endroit qu'on prenne le point L > il 
s'enfuit que la courbe 1 L K eA formée par le dé- 
veloppement de la.caufiique HFN, plus la 
droite H I. ' 

[1 fuit de ceci que la portion F H ou PL — 
HI = BM-hMF — BA— AH. Ce que l'oii 
vient de démontrer d'une autre manière dans le 
Corollaire précédent. 
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COROLLAIBE III. 

1 1 î. S I la tangente D N devient infiniment pr<K 
che de la tangente F M. i il eft clair que le point 
touchant N^ & celui d'interfeÔion V fe confon- 
dront avec l'autre point touchîmt F : de forte 
que pour trouver le point F où le rayon réflicbi 
MF touche la cau^que HFN , il ne faut que 
chercher le point de concours dfs rayons réfléchis 
infiniment proches MF, iw F. Et en effet , fi 
l'on imagine une infinité de rayons d'incidence 
infiniment proches les uns des autres j on verra 
naître par les interférions de^ réfléchis xtn poli- 
gone d'une infinité de côtés dont ralTemblage 
compofera la cauAique HFN. 

PROPOSITION ï. * 

Problème Général. 
II 5- La nature de la courbe AMD, {Ffg- 
^j. PI- 5. ) ie point lumineux B , Ù le rayon 
incident'ÈM. étant donnés ^ trouver fur le réfléchi 
IAV donné de pofition f le point F où H touche la 
çaujlique. 

Ayant trouvé par la feftion précédente la lon- 
gueur MC du rayon de la développée au point 
M , &pris l'are M »î infiniment petit., on tirera 
les droites Bm , Cw, Fw7 ; on décrira des 
centres B ? F les petits arcs M R. ^ MO i on mè- 
nera les perpendiculaires CE,Ctf. GG,Cg 
fur les rayons incidens & réfléchis i enfuite on 
nommera les données BMjj/j MEou MG, a- 
K4 
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Cela pofé , on prouvera , comme dans le Co- 
rollaire premier {Art, l lo. ) » qwe les triangles 
MRwi MOm font femblaMes & égaux < & 
qu ainR M R = M O. Cr à caufe de l'égaliré des 
angles d'incidence & de réflexion. Ion a auffi 
CE=CG, Ce=Çgi & partant G E — C« ou 
EQ = CG— CgouSG- Donc à caufe des trian- 
gles femblables BMR & BEQ , FMO & FGS , 
J'onauraBM + BK (2)'-<i).BM0')::MR 
rt-EQ.ouMO-t-GS.MRouMO::MG C<i). 

Si le point lumineux B tomboit de l'autre côté 
du point Ë par rapport au point M , ou ( ce qui 
eft la même chofe ) fi la courbe À M D étoit 
convexç ver; h poipt lumineux B j y deviendroic 
jïtgaiive de pofitive qu'elle étoit , & l'on auroit 

psr conféquent M F = £^ ou ^-^- . 

Si l'on fuppole que j» devienne infipiç / c'eft-à' 
dire , que le point B ( Fig, 96, PI. 5. ) foit infi- 
niment éloigné de la courbe A M D j les rayon? 
jncidens feront parallèles entr*cux , Se Ton aut^ 
MF ;= 5<ï , p*rcç que a eft nulle par rapport k 2y, 

Corollaire I. 
lï4'C-*OMME l'on ne trouve pour MF (F#g. 
P4' 9$-^^' 5) qu'une feule valeur dans laquelle 
entrç le rayon de la développée j il s'enfuit 
qu'une ligne courbe A M D ne peut avoir qu'une 
iculç eauftique HFN par réflexion , puifqu'elle 
( 4rf* 80. ) n's qu'une fçule développée. 
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COSOLLAIRE. IL 

ïtç. Lorsque AMD (Fig. 97. P^'5-) eft 

géométrique , il eft clair ( Art. 85. ) que fa dé- 
veloppée l'eft aufli , c'eft-à-dire , que l'on trouve 
géométriquement tous les points C D'où il fuit . 
que tous les points F àt fa cauftique feront aufli 
déterminés géométriquement , c'eft-à-dire * que 
MacauftiqueHFN (F/g. 94. 95. ) fera- géomé- 
trique. Mais je dis de plus , que cette cauftique 
fera toujoure reftifiable ; pufqu'il eft évident (Art. 
1 10- que l'on peut trouver avec le fecours de la 
courbe AMD , qu'on^ fuppofe géométrique, 
des lignes droites égales à une de fcs portions 
quelconques. 

Corox.lai're III, 
116.S1 la courbe AMD {Ftg. 97-Pl-^,) eft 
convexe vers le point lumineux B ; la valeur de 

M F ( -^ — ) fera toujours pofitive ; & il fau- 
dra prendre par conféquent le point F du côté 
du point C , par rapport au point M , comme l'on 
a fuppofé en faifant le calcul. D'où l'on voit que 
les rayons réfléchis infiniment proches feront dl- 
Vergçns. 

Mais fi la courbe. AMD eft concave vers le 
point lumineux B , la valeur de M F ( ~~T'^ 

fera pofitive lorfquej* furpaffe^ , négative lorf- 
qu'il eft moindre , & infinie lorfqu'il eft égal. 
D'où il fuit que fi Ton décrit un cercle qui ait 
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pour diamètre la moitié du rayon MC de la 
développée , les rayons réfléchis infiniment pror 
ches fcfont convergcns lorfque le point lumi- 
neux B tombe au dehors de fa circonférence , 
divergens lorfqu'il tombe au dedans , & enfin 
parallèles lorfqu'il tombe ddfus. 

Corollaire IV. 

1 17. S I le rayon incident B M touche la courbe 
AMD au point M , l'on aura ME (a) = ; 
& partant M F = 0. Or comme le rayon réfléchi 
eft alors dans la direâion de l'incident , & que 
la nature de la cauftique confifte à toucher tous 
les rayons réfléchis; il s'enfuit qu'elle touchera 
auflî le rayon incident B M au point M : c*eft-à- 
dire , que la cauftique & la donnée auront la 
même tangente dans le point M qui leur, fera 
commun. 

Si le rayon M C de la développée eft nul , on 
aura encore ME(<i)=0} & partant M F = i?. 
D*où l'on voit que la donnée 8c la cauflique font 
entr'elles dans le point M qui leur eft commun > 
un angle égal à l'angle d'incidence. 

Silerayon CM de la développée eft infini, le 
petit arc fAm deviendra une ligne droite, & 
l'on aura MF=:::|:^,' puifque ME (a) étant 
infinie , y fera nul par rapport à a. Or comme 
cette valeur eft négative lorfque le point B tombe 
du côté du point C pat rapport à la ligne AMD, 
& pofitive lorfqu'il tombe du côté oppofé ; il 
s'enfuit que les rayons réfléchis infiniment pro^ 
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ches feront toujours divergens lorfque la, ligne 
A M D efi droite. 

Corollaire V. 
II 8. 1 L eft évident que deux quelconques des 
trois points B , C , F , étant donnés , on trou- 
vera facilement le troifieme. 

Soit, i", la courbe AMD (F/g. 98. PA 5.) 
une parabole qui ait pour foyer le point lumineux 
B. Il eft clair par les élémens des feftions coni-, 
ques , que tous les rayons réfléchis feront paral- 
lèles à l'axe; & partant que MF fera toujours 
infinie en quelque endroit que, l'on fuppofe le- 
point M. On aura donc a^zziy : d'où il fuit 
que il Ton prend M £ double de M B , qu*oa 
mené' la perpendiculaire £C ^ elle ira couper 
M C perpendiculaire à la courbe AMD, en un 
point C qui fera à la développée de cette courbe. 

Soit , 20 , k courbe A M D ( F/g. 95. K. 5 ■ ) 
une ellipfe qui ait pour un de fes foyers le point 
lumineux B. Il eft encore clair que tous les rayons 
réfléchis MF fe rencontreront dans un même 
point F qui fera l'autre foyer- Et fi Ton nomme 

MF , ^ ; l'on aura {^Ârt, 113.)^= -^- ; d*oii 

l'on tire la cherchée M E U) = ■&. Mais fî 
la courbe .AMD eft une hyperbole , le foyer F 
tombera de l'autre côté ; & partant M F (ç) de- . 
viendra négative : d'où îl fuit qu'on aura alors 
ME (a) =p __2I ou -^ . Ce qui donne cette 
conftruâion qui fert aulfî pour l'ellipfe. 



,Coot;lc 



15* A M A L T s E 

Soit prifc M E ( Fig. 99- Pi- 5- F'«- i oo. PI. É. ) 
quatrième proportionnelle au demi-axe traver- 
iant , 8c aux rayons incident &. réfléchi ; foit 
menée la perpendiculaire £C : elle ira couper 
là ligne M C perpendiculaire à la fefkion , en un 
point C qui fera à la développée. 

ExbmplbL 
119. Soit la courbe AMD (Fr^. lOi^P/. 6.) 
une parabole , dont les rayons incide'ns F M, 
foient perpendiculaires fur (on axe A P. Il faut 
trouytf fur les réfléchis M P les points F où ils 
touchent la cauftique A F K. 

Il eft clair que u l'on mené le rayon MC de 
la développée , 6c qu'on tire la perpendiculaire 
C G fur le rayon réfléchi MF, il faudra {An, 
115. ) prendre jVl F égale à la moitié de M G. 
Mais cette conftruâion fe peut abréger « en con- 
fiderant que fï l'on mené MN parallèle à l'axe 
AP, & la droite ML au foyer L; les angles 
LMP , FMN feront égaux, puifque par la 
propriété de la parabole LMQ = QMN, 8e 
par lafuppofîtionPMQ.= Q,MF. Si donc Ton 
ajoute de part & d'autre le même angle P M F , 
l'angle LM F fera égal à l'angle PMN, c'eft- 
à-dire , droit. Or Ton vient de démontrer ( Art. 
ii8. »«ffi. I.; que LH perpendiculaire furML 
rencontre le rayon M C delà développée en fon 
nilieu H. Si donc l'on mené M F parallèle Se 
^aleàLH, elle fera un des rayons réfléchis, 
& touchera en F la cauftique AFK. Ce qu'il 
falloit trouver. 
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Si l'on fuppofe que te rayon réfléchi M F foie 
parallèle à l'axe A P , il eft évident que le point F 
de la caufttque fera le plus éloigné qu'il eft polïl- 
ble de l'axe A P , puifque la tangente en ce 
point fera parallèle à l'axe- Afin donc de déter- 
miner ce point dans toutes les caufliques , telles 
que AFK, formées par des rayons incidens per- 
pendiculaires à l'axe de la courbe donnée, il n'y 
a qu'à confidérer que M P doit être alors égale à 
PQ.- Ce qui donne djf=tix. Soit axzzzyj) , on aura 

ély = ^-^ = dx , d'où l'on tire A P (x) = {ai. 

c'eft-à-dire , quefi le point P tombe au foyer L» 
le rayon réfléchi M F fera parallèle à Taxe. Ce 
qui eft d'ailleurs vîfible i puifque dans ce cas MP 
fe confondant avec LM , il faut auflî que M F fe 
confonde avec M N , ficLHavecLQ.. D'oùl'qn 
voit que M F eft alors égale à ML j Ôc partant 
que fi l'on mené F R perpendiculaire fur l'axe , on 
aura A R ou A L -+' M F = ^. On voit aufli que 
la portion A F de la cauftique eft égale en ce cas 
au paramètre , pujfqu'elle eft toujours ( An. 110.) 
égale à P M + M F. 

Pour déterminer le point K où la cauftique 
A F K rencontre l'axe A P , il faut chercher la 
valeur de M O , & l'égaler à celle de M F i car il 
eft vifible que le point F tombant en K , les 
lignes MF, MO deviennent égales entr'elles. 
Noinmant donc l'inconnue MO , t ; l'angle PMO 
coupé en deux également par M Q. perpendicu- 
laire i la courbe , donnera MP (^).MO (*} 
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::P(i(^)OQ = '^. Et partant 0P = 

' dl ^ = V^^^' — yy^ ^ caufe du uiangle rec- 
ungle M PO >- & diviiant de part & d'autre par 

t-i-y, on trouve ^ = ^/j^, d'oïl l'on tire 

MO (f) = ^f:-^^'»; =MFa^)=^î!:!^\ 

puifqu/(Wr«. 77-) ME W = ^î^. Ce qui 
donne dy* — 2ydày = dx* qui fervîra à trouver le 
point F , tel que menant le rayon incident P M & 
le réfléchi M F , ce dernier touche la cauftique 
A F K au point K où elle rencontre l'axe A P. 

, On a dans b parabole ^ ^x* idy=:z~x 'dxy 

ddy== — ^jT'^dx* ; & mettant ces valeurs dans 

l'équation précédente , on trouve ix~' dx* -»- 

ï * ' àx"" =; i/x» ; d'où l'on tire A P (x) ^ ^ du 
paramètre. 

Pour trouver la nature de la cauftique A F K 
à la manière de De/cartes, il faut chercher une 
équation qui exprifne la relation de la coupée 
AR (k)> à l'appliquée RF (^)i cequi fe fait 

en cette forte. Puifque MO (0 = ^77^=^^» 

l'on auraPO Cii:^:^)^^ j^,«ckcau. 
fe des uiangles femblables MFO» MSF, cm 
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formera ces proportions MO C j^^ ' ïz^a" ) • MF 

C ^-lTi^' ) °" — ^^'^^^ • ^^^ — '^y '-'■ MF (>) 

SF OU PR (H— x)=:^^. On aura donc ces 

deux équations t==y+ ^~^jf ~ » & « :^ x -»• 
;_^ , qui ferviront avec ceik de ia courbe don- 
née à en former une nouvelle où x Scy ne fe trou- 
veront plus , & qui ex^H-imera par conféquent la 
relation de AR («) à FR (î). 

Lorfque la courbe A M D ell une parabole , 
comme l'on a iuppofé dans cet exemple , on trou- 
vera s[=ix» — 2x» , ou Cen quarrani chaque 
membre )^x—6?irx-»-4x'=: ^^, & b= jr; d'où 
l'on tire l'équation cherchée a^îç =*;«* — fawa-*- 
\aau qui exprime la nature de la cauftiquc A F K. 
On peut remarquer que P R eft toujours double 
de A P , puifque A R (») = jx î ce qui fournit 
encore une nouvelle manière de <léterraincr fur 
le rayon réfléchi M F le point cherché F. 

EkbmpieII. 

1 20. S o I T lacoutbe A M D ( Fig. loa. ^l. 6. ) 
un demi-cercle qui ait pour diasmëcre ia ligne 
A D , & pour centre le point C i foient les rayons 
incidens P M perpendiculaires fur AD. 
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Comme la développée du cercle fe réunir en 
\xn- feul point qui en eft le centre , il s'enfuit 
{Art. 115.) que fi l'on coupe le rayon CM en 
deux également au point H y & qu'on mené H F 
perpendiculaire fur le rayon réfléchi MF, il 
coupera ce rayon en im point F , où il touche 
la cauftique AFK. Il eft clair que le rayon 
réfléchi M F eft égal à la moitié de l'incident PM ; 
d'où il fuit ,1*. Que le point P tombant en C , 
le point F tombe en K , milieu de CB. 2"* Que la 
portion A F eft triple de M F , Ôc la cauftique 
AFK triple de BK. On voit auffi que 11 l'on fait 
l'angle ACM demi-droit , le rayon réfléchi M F 
fera parallèle à AC ; & partant que le point F fera 
plus élevé au deflus du diamètre A D , que tout 
autre point de la cauftique. 

Le cercle qui a pour diambtfe M H , pafl^s 
par le point F j puifque l'angle H F M eft droit; 
Et fi l'on décrit du centre Ç & du rayon CK 
DuCH. moitié deCM. le celcle KHG; l'arc ^ 
H F fera égal à l'arc HKrcat l'angle CMF 
étant égal àCMP ou HCK, les arcs^HF, 
HK qui mefurent ces angles dans les cercles 
MFH, KHG, feront entr'eux comme les 
rayons } M H , H C de ces cercles. D'où l'on voit 
que la cauftique A F K eft une roulette formée 
par la révolution du cercle moHle MFH autour 
de l'immobile KHG, dont l'origine eft en K , 
& le fommet en A. 
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ExBMPLB 111. 
I21.S01T la courbe A M D ( Fi^. loj.P/.tf.} 
un cercle qui ait pour diamètre la ligne A D , èc 
pour centre le point C i foit le point lumineux 
A , d'où partent tous les rayons incidens A M j 
l'une des extrémités de ce diamètre. 

Si l'on mené du centre C fur le rayon încî- . 
dent AM la perpendiculaire CE : il e& chit 
par la propriété du cercle j que le point E 
coupe en deux parties égales la corde AM; & 
qu'ainfî ME (a) ^ îy- On aura donc MF 

(— ^— ) = }> : c*eft-à-dire , qu'il faut pfen- 

dre le rayon réfléchi M F égal au tiers de l'iA^ 
cident AM. D'où l'on voit que DK=p| AD»_ 
C K = i CD , & que ( Art. 1 10. ) U Câuftiquo 
AFK=:| AD> de même que fa portion AI' 
^ I AM. Si l'on prend AM = AC , le rayoti 
réfléchi M F fera parallèle au diamètre AD; 
& par conféquent le point F fera le plus élevÀ 
qu'il foit polTible au-deffus de ce diamètre- 

Si l'on prend C H = j C M , & qu'on tir€ M F 
perpendiculaire fur M F > le point F fera à Iifc 
cauftique : car menant H L perpendiculaire fuf 
AM, il eft clair que ML=iME = f AM, 
puifque MH = f CM. Le cercle qui a pour dia- 
mètre MH , paflêra donc par le point F de lA 
cauftique ; & fi l'on décrit un autre cercle KHG 
du centre C, & du rayon CK ou CH| il lui 
fera égal, & l'arc HK fera égal à Tare HFî 
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car dans le triangle ifofcele CM A l'angle ex- 
terne KCH = aCMA = AMF j & partant les 
arcs HK, HF mefures de ces angles dans des 
cercles égaux , feront aufll égaux. D'où il fuit 
que la cauflique AFK eft encore une roulette 
décrite par la révolution du cercle mobile M F H 
autour de l'immobile KHG, dont l'origine eft 
en K , & le fommet en A. 

On pourroit encore prouver ceci de cette autre 
manibre. Si l'on décrit une roulette par la révolu- 
tion d'un cercle égal au cercle AMD autour de 
celui-ci , en commençant au point A j l'on a 
démontré dans la Corollaire fécond {Art. m.) 
qu'elle aura pour développée la cauftique AFK. 
Or (Art. loo. ) cette développée eft une rou- 
lette- de même efpece , c'eft-à-dire , que les 
diamètres des cercles générateurs en feront égaux; 
&on déterminera le point K en prenant CK 
tfoifiéïwL: proportionnelle àCD-t-DA&àCD, 
c'eft-à-dire, égaleà^CD, Donc, &c. 

E XEHfLB. IV. 

i22.SoiT la courbe AMD (F/g. 104. -P/. 6) 
une demi-roulette ordinaire décrite par la révolu- 
tion du demi-cercle NGM fur la droite BD, 
dont le fommet eft en A , & l'origine en D • 
foient les rayons incidens K M parallèles a. 
l'axe A B. 

Puifque ( Art. 95; ) M G eft égale à la moitié 
du ra^inde la développée, il s'enfuit (^rr. iij.) 
que â l'on mené G F perpendiculaire fur le rayon 
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réfléchi M F , le point F fera à la cauftique DFB. 
D'où l'on voit que M F doit être prife égale à KM. 
Si l'on mené du centre H du cercle générateur 
MGN au point touchant G, & au point dé- 
crivant M , les rayons HG , RM; il eft clair 
que H G fera perpendiculaire fur BD, & que 
l'angle GMH = MGH =GM.K : d'où l'on^ 
voit que le rayon rtfléchi M F paffe par le cen- 
tre H Or le cercle qui a pour diamètre G H , 
palTe aulii par le point F , puifque l'angle G F H 
eft droit- Donc 'es arcs GN , 7G F , mefures du 
même ang'e G HN , feront entr'eux comme les 
diamètres M N , G H de leurs cercles ; & par- ' 
tant l'arc G F = G N = G B. Il eft donc évi- 
dent que la cauftique D F B eft une roulette 
décrite par la révolution entière du cercle G F H 
fur la droite B D- 

E X E M P t E V. 

1 13. Soit encore la courbe A M D ( F/^. 1O5. 
PL 6- ) une demi-roulette ordinaire , dont la 
bafe BD eft égale à la demi-circonférence A N B- 
du cercle générateur. Et foient à préfent les 
rayons incidens P M para I leles à la bafe B D. 

Si l'on mené GQ perpendiculaire fur PM , les 
triangles reûanglesGQ M , BPN feront égaux 
& femblables i & partant MQ = PN. D'où l'on 
voit {/4rt. 95. 1(3.) qu'il faut prendre MF 
égale à l'appliquée correfpondante f N dans le 
demi-cercle générateur ANB. 

Afin que le point F foit le plus éloigné qu*il 
L 2 
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ett poflible de Taxe A B , il faut que la tangente 
MF en ce point foit parallèle à cet axe. L'an- 
gle P M F fera donc alors droit * fa moitié PMG 
Ou PN B demi-droit ; & partant le point P conv 
bera dans le centre du cercle AND. 

C'eft une chofe digne de remarque , que le 
point P approchant enfuite continuellement de 
l'extrémité B, le point F approche aufli de l'axe 
A B jufqu'à un certain point K , après quoi il s'en 
éloigne jufqu'en D ; de forte que la cauftique 
AFKFD a un point de rebrouffement en K. 

Pour le déterminer , je remarque ( Art. 1 1 o. 
III.) que la portion AF = P M + MF, la portion 
AFK = HL-4-LK . & la portion KF de la 
partie K F D , eil = H L -»- L K — P M — M F : 
d'où l'on voit que H L-t- L K doit être un plus 
grand. C'eft pourquoi nommant AH, x ^ H I ^j/; 
l'arc AI, a i l'on aura BL-HLK = a-»- ijf y 

dont la différence donne du + zdy z=zo *Sc — 

y 

-»-2rfy=o, en mettant pour du fa valeur — : 

d'où l'on tire adx:= — 2ydy^= 2xdx~ iàdx à 
caufe du cercle i & partant AH(x) =^a. 

Corollaire. 
124. L'espace AFM ou AFK FM ren- 
fermé par les portions de courbes A F ou A F K F , 
A M , & par le rayon réfléchi M F , eft égal 
à la moitié de Tefpace circulaire A P N. Car fa 
différence, qui eft le feéleur F MO, eft ^ale 
àU moitié du reftangle PpSN, diffîrence de 
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l'efpace APN ; puifque les triangles reâangles 
MOm, MRwétant égaux&femblahleSjMOlera 
égale à MR ou NS ou Pp . & que de plijs MF = P N. 

Exemple VI. 

125. Soi T la courbe AMD (F;^. io6.Pl. 6.) 
une demi-roulette formée par la révolution du 
cercle MGN autour de fon égal AGK, dont 
l'origine eft en A , & le fommet en D i foienc 
les rayons incidens A M qui partent tous du poinC 
A. La ligne BH qui joint les centres des deux 
cercles générateurs , paflè continuellement pat 
le point touchant G , & les arcs G M , G A 
comme auifî leurs cordes , font toujours égaux ; 
ainfil'angleHGM=:BGA, &l'angIeGMA 
= GAM.Orl'angleHGM-j-BGA = GMA 
H- G A M ; puifqu'a joutant de part & d'autre 
le même angle A GM , on en forme deux droits. 
Donc l'angle H G M fera toujours égal à J'-angle 
G M A i & partant aufli à Tangle de réflexion 
GMF : d'où il fuit que MF pafle toujours par 
le centre H du cetcle mobile. 

Maintenant fi l'on mené les perpendiculaires 
CE, GO furie rayon incident A M : il eft clair- 
que MO =r O A, & que CE = } M i puif- 
que ( /îrt. loo. ) le point G étant à la dévelop- 
pée , G C == f G M. On aura donc M E :;= f AM, 
c*eft-à-dire , a=:\ _y -y & par conféquent M F 

( V , ) = i v : d'où l'on voit que fi l'on mené 
G F perpendiculaire fur MF, le point F fera à la 
cauftique A F K. L j 
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. Le cercle qui a pour diamètre GH, pafîfe 
par 1p point F i & les arcs G M , j G F , ihefures 
du même angle GHM, étant entr'eux comme 
les diamètres M N , GH de leurs cercles, l'arc 
G F fera égal à l'arc GM , & par conféjguent 
à lare G A- D'oii il eft évident que la cauiîique 
AFKeftune roulette décrite par la révolution 
du cercle mobile Hb'G autour de l'immobile AGK* 

COROLLAIK.;. 

126-3' l'oi^ décrit un cercle qui ait pour centre 
le point B , Si, pour rayon une droite égale à 
B H ou A K ; & qu'il y ait une infinité de droites 
parallèles à B D qui tombent fur fa circonférence : 
il eft vifible ( Art. i 20. ) qu'eues formeront en f? 
réflccJiiffant la même cauftique A F K- 

Exemple VII. 

J17.S01T la courbe A M D ( F;g. 107 PI. tf. ) 
une logarithmique fpirale , avec les rayons inci— 
dens A M qui partent tous du centre A. 

6ijj3n mené par l'extrémité G du rayon de la 
développée la droite C A perpendiculaire fur \& 
rayon incidî^it AM , elle le rencontrera ( Art ^i.) 
dans le centre A, C'eft pourquoi AM(j')=:<ï i 

& partant MF (—■^~-)=j'. Le triangle AMF 

fera donc ifofcele i Sç comme les angles d'inci- 
dence & de réflexion A M T , F M S font égaux 
entr'evïx, il s'enfuit que l'angle A FM eft égal H 
î'angls AM T, D'où^il eft clair que la c^uftiqug 
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AF K fera une logarithmique fpirale qui ne difiè- 
rera de la propofée AMD que par fa pofîtion, 

PROPOSITION II. 

Problème. 

iîS.IjA caajiique HF (Fig. 108. VI. 6.) par 
réflexion étant donnée avec le point lumineiix B ; 
trouver une infinité de courbes, telles que AM., 
dont elle fait caujiiquepar réflexion. 

Ayant pris à difcrétion fur une tangente quel- 
conque H A le point A pour un des points de la 
courbe cherchée AM ; on déaira du centre B , de 
l'intervalle BA, l'arc de cercle AP,, & d'un autre 
intervalle quekonque B M , un autre arc de cer- 
cle. Et ayant pris AH-»-HE=BM — BAou 
PM, on développera lacaullique HF en commen- 
çant au point E i Se l'on décrira dans ce mou- 
vement une ligne courbe EMqui coupera l'arc 
de cercle décrit du rayon B M, eii un point M 
qui fera ( Art. iio, ) à la courbe AM. Car par 
conftruâion F M H- M F =^ A H -*- H F. 

Ou bien ayant attacké un fil B M F par fes ex- 
trémités en B & en F , on fera tendre ce fil par le 
moyen d'un (lile placé en M , que Ton fera mou*> 
voir , enforte que Pon enveloppera par la partie 
MF de ce fil la cauftique HF î il eûclair que 
ce ftilc décrira dans ce mouvement la courbé 
cherchée MA. 

L4 



, Coo'îlc 



iCZ Analyse 

Adtrb IÛLDTION. 

1*9- A-VANT tiré à difcrétion une tangente 
FM autre que HA, on cherchera fur eile un 
point M, teile que BM -+- MF =BA + AH 
-♦- H F. Ce qui le fera en cette forte. ^ 

Soit prifeFK = BA-t- AHh-HF, & divi- 
• Tant B K par le milieu en G , foit tirée la perpen- 
diculaire G M : elle rencontrera la tangente 
J? M au point cherché M. Car B M. = M K. 

Si le point B ( F/g. 109. PI- 6. ) étoit infiniment 
éloigné de la courbe AM » c'eft-à-dire, que les 
rayons incidens B A , B M fulTent parallèles & 
Vne ligne droite donnée de polîtion ; îa première 
conilniâion auroit toujours lieu , en confîdérant 
^ue les arcs de cercles décrits du centre B devieiv- 
Dent des lignes droites perpendiculaires fur les 
rayons incidens. Mais cette dernière deviendront 
inutile { ç'eA pourquoi il faudroit lui fubf^ituer 
celle qui fuit. 

. Soit prife FIÇssrAH-hHF. Ayant trouvé 
4e point M tel que M. P parallèle à A B perpendi^ 
culaire fur AP , foit égale à MK : il eft clair 
(^Art. 110. ) que ce point fera à. la courbe cher- 
chée AMi puifque PM^MFx=AH-*-HF. 
Or cela fe faitainfi. 

Soit menée K G perpendiculaire fur A P ; & 
«yant prisKO =^KG, foient tirées KP paral- 
Jelo àOG, &PM parallèle à GK: je disque 
]e point M, fera celui qu*on cherche. Car à caufe 
des triangles femblables GKO,PMK,V(Mi 
«uraJPM^MKj puifque GK==:Ka 
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Si la cauftique H F fe réuniflbit en un point» 
la courbe A M deviendroit une feâion conique. 

COROtLAIIlE I. 

150. Il eft clair que la courbe qui paffe pat 
tous les points K , eft formée par le développe- 
ment de la courbe H F en commençant en A, 
& qu'elle change de nature à mefure que le 
point A change de place fur la tangente A H, 
Donc puifque les courbes A M naiflent toutes 
de ces courbes par la même conftrudion , qui 
eft géométrique; il s'enfuit {/irt. 108.) qu'el- 
les font d'une nature différente entr'eîles , & 
qu'elles ne font géométriques que lorfque la 
cauftique H F eft géométrique & reftifiable. 

Corollaire II. 

iJ'-XJne ligne courbe DN (F/g. iio, P/. (S.) 
étant donnée avec un point lumineux C ; trou- 
ver une infinité de lignes telles que A M , en- 
forte que les rayons réfléchis D A , N M fe 
réuniflent en un point donné B , aprfes s'être 
réfléchis de nouveau à la rencontre de ces li- 
gnes A M. 

Si Ton imagine que la courbe H F folt la 
cauftique de la donnée N , formée par le point 
lumineux C ; il eft clair que cette ligne H F 
doit être auflî la cauftique de la courbe A M 
ayant pour point lumineux le point donné B ; 
de forte que FK = BA-t- AHn-HF , & NK 
= BA-t-AH-f-HF-hBN=BA + AD+DG. 
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-CN , pui(quc(/4r/. i lo.) HD+ DC = HF 
-»- F N -»- N C Ce qui donne cette conflruftion. 
Ayant pris à difcrétion fur un rayon réfléchi 
quelconque le point A pour un des points de la 
courbe cherchée A M , on prendra fur un au- 
tre rayon réfléchi N M , tel qu'on voudra , la 
partie NK = BA + AD+DC — CN;& l'on 
trouvera le point cherché M comme ci-deffus , 
art. 12p. {^Confultex la Note cinquante-unième. ) 
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SECTION VIL. 

Vfage du Calcul des différences pour trouver 
les Caujliques par réjraàio». 

D é F I N I T I M. 

SI Ton conçoit qu'une infinité de rayons B A , 
BM , BD , ( Fig. III. PI. 6. ) qui partent 
d'un même point lumineux fi , Te rompent à la 
rencontre d'une ligne courbe A MD > en s'appro- 
chant ou s'éloignant de Tes perpendiculaires MC » 
enforte que les finus CE des angles d*incidence 
C M Ëyfoient toujours aux finus CG des angles 
de réfraÛion CMC, en mcme raifon donnée de 
m\n • la ligne courbe H FM que touchent tous 
les rayons rompus ou leurs protongemens AH, 
M F , D N ( F/^. 1 1 2. P/. 6. ) eft appellée Canfli- 
que par réfraSlton- 

CoKOILAIRt. 

13 2. Si l'on enveloppe la cauftique HFN en 
commençant au point A , l'on décrira la courbe . 
A L K telle que la tangente LF plus la portion 
F H de la cauflique fera continuellement égale à 
la même droite A H. Et fî l'on conçoit une autre 
tangente F m l infiniment proche de F M L , avec 
un autre rayon d'incidence Bm,U qu'on décrive 
des centres F , B , les petits arcs - M O , M R ; 
on formera deux petits triangles reâanglesMRffTf 



iM,Googlc 



17* A N ALr SE 

M O m qui feront fetnblables aux deux autres 
M £ C , M G C , chacun à chacun i puifque H Ton 
6te des, angles droits R M E, C M m le même an- 
gle EMm , les angles reftans RMot, EMC 
feront égaux ; & de même fî l'on ôte des angles 
droits G M O, C M ?;i le même angle G M ^i , les 
reftans O M w , CMC feront égaux. C'eft pour- 
quoi Km. Om:: CE.CG::w.m. Or puifque 
R m eft la différence de B M , & O « celle de LM; 
il s'enfuit ( /4rt. 96,) que B M — B A fomme de 
toutes les différences R m dans la portion de cour- 
be AM, eft àML ou AH— MF— FH fomme 
de toutes les différences O m dans la même por- 
tion A M , comme m eft à n i & partant que la 

portion FH = AH— MF-i-£ BA — £BM. 

U peut arriver différens cas, félon que le rayon 
incident 6 A eft plus grand ou moindre que BM , 
& que le rompu A H enveloppe ou développe la 
pijrtion HP : mais on prouvera toujours , com- 
me Ton vient de faire , que la différence des ra^ 
yons incidenis eft à la différence des rayons rom- 
pus .(en joignant à l'un' d'eux la portion de la 
ca'uftique qu'il développe avant que de tomber 
fur I'aut.e ) comme to eft à m. Par exemple , ( F/g. 
ïii.Pl. 6.)BA — BM.AH — MF— FH:: 

w. ».d'oiil'ontircFH = AH— MF-H^BM 
— ^BA. 

■m 

Si Ton décrit du centre B^Fig- m. Pi. 6.) 
l'arc de cercle AP j il eft clair que FM fera la 



.Cooiîlc 



DES Infiniment Petits. 17J 
différence des rayons i&cidens BM , BA. Et 
fi l'on fuppofe que le point lumineux B devienne 
infiniment éloigné de la courbe A M D , les 
rayons incîdens B A, BM deviendront parallèles, 
&rarc A P deviendra une ligne droite perpen- 
diculaire fur ces rayons. 

PROPOSITION I. 

Problème Génékal. 
133' La nature de la courhe AMD, ( F;^. 
iii.P/. 6.) le point lumineux ^ , tf le rayon 
incident BM étant donnés ^ trouver fur le rayon 
rompu M F donné de pojltion , le point F oà il 
touche la cauJUque par réfraSiion. 

Ayant trouvé ( SeSl. 5 . ) la longueur MC du ra- 
yon de la développée au point donné M , & gris 
î'arc M m infiniment petit , on tirera les droites 
Bm , Cm f ¥m i on décrira des centres B , F , 
les petits arcs MR , M O î on mènera les perpen- 
diculaires CE, Ce, GG, Cg fur les rayons 
incidens Se. rompus ; & l'on nommera les données 
B M i >' i M E , « i MG , fc i & le petit arc 
MR , dx. Celapofé, 

Les triangles reétangles femblables M £ C & 
MRm, MGC&MOm, BMR &BQ.e, don- 
neront ME(a).MG(&):: MR (^/x).MO 

= ~. Et BM^y). Baou BE (j/H-a ) : : MR 

(dx) . Qe=z -fLltZJî, Or par la propriété de 

la réfradion Ce, C g : : CE . CG : : m . n. Et 
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panant w.n:: Ce — CEouQ.c( '~ — 2-5) . 

Cg-CGouSg=-î;=iî^:^^. Donc à caufe 
des triangles reûangles femblables FMO&FS^, 
l'onauraMO — Sgf — ^ ). 

M0(— )::MSouMG(i).MF=r— ^^^^^^^ • 

Ce qui donne cette conftniftion. 

Soit fait veis CM ( Fig. 1 1 3. P/. 6) l'angle 
ECH = GCM, &foitprifeversB, MK=-. 

Je dis que fi l'on fait H K . H E : : MO . M F . le 
point F fera à la cauftique par réfraction. 

Car à caufe des triangles femblables C G M ^ 
CEH, l'on aura CG . CE: : B . OT : : MG ( i ) . 

-ME ouHM 

-MKouHK='°'-''— '"^—Tj 

"y 

&partantHK( ''"^~7-'""' ).HE;^)!i 
MG(J).MF = - ^-^ .. 

■■ '' bmy — any — aaa 

W eft clair que fî la valeur de H K eft négative , 
«elle de MF le fera aufll ; d'où il fuit que le point 
M tombe entre les points G , F , lorfque le 
.point H fe trouve entre les points K , E. 

Si le point lumineux B ( Fig. ni. 1 1 5. W. €•) 
tomboit du côté du point E , ou ( ce qui eft la 
même-choïe) li lacourbe AMD étoit concave du 
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côté du point lumineux B -y y deviendrait négative 
de pofitive qu*eUe étoit auparavant , & l'on au- 
roit par conféquent M F == 'ZZ-J^X 

— omy -\- any — am 

OU ; <;r/_^ gj ^ conUruftion demeure- 

roit la même. 

Si l'on fuppofe i^ty devienne infinie : c'eft-à- 
dire , que le point lumineux B foit infiniment 
éloigné de la courbe AMD; les rayons inci- 
dens feront parallèles entr'eux, & l'on aura M F 

= ^^ ^^ > parce que le terme aan fera nul par 

rapport aux deux autres Imy ,a>iyiSi. comme M K 
( — ■ ) s'évanouit alors , il n'y aura qu'à faire 
HM . HE::MG.MF. 

C0R0L1.A1RB. 1. 
'?4- On démontrera, de même que dans les 
cauftiques par réflexion, {Art. 114. 115. ) 
qu'une ligne courbe AMD n'a qu'une feule 
cauftique par réfraftion, la raifon de m à m 
étant donnée ; laquelle cauftique eft toujours 
géométrique & reûifiable , lorfque la courbe 
propofée A M D eft géométrique 

CoBOLIAlaElI. 

155.01 le point E tombe de l'autre côté de la 
perpendiculaire M Cpar rapport au point G , & 
que C E foit égale à C G ,- il eft clair que la cauf- 
tique par réfraétion fe changera en cauftique par 
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téflérion. En effet on aura M F ( r — ^ ) 

= -^^ ; puifque m=:n. Se que a devient né- 

fative de pofitive qu'elle étoit , & de plus égale 
(. Ce qui s'accorde avec ce qu'on a démontré 
dans la feétion précédente. 

Si m eft infinie par rapport à h ; il eft clair que 
le rayon rompu M F tombera fur la perpendicu' 
laire C M : de forte que la caufiique par réfrac- 
tion deviendra la développée. En effet on aura 
M F == ^ , qui devient en ce cas M C : c'eft-à- 
dire , que le point F tombera fur le point C , qui 
eft à la développée. 

CoKOL£AIRE IH. 

156.S1 la courbe AMD eft convexe vers là 
point lumineux B , & que la valeur de M F 

( j 22^ ) foit pofitive : il eft clair qu'il 

faudra prendre le point F du même côté du point 
G, par rapport au point M , comme on l'a fuppo- 
fé en faifant le calcul : Se qu'au contraire Ci elle eft 
négative , il le faudra prendre du côté oppofé. Il 
en eft de même lorfque la courbe A MD eft con- 
cave vers le point B ; mais il faut obferver qu'oa 

aura pour lors M F =r -, ^ . D'où il 

* emy ■ — any -+■ aan 

fuit que les rayons rompus infiniment |voches 
font convergens , lorfque la valeur de M F eft 
pofitive dans le premier cas j & négative dans 
le fecQnd j & qu'au contraire ils font divergeas 

lorf^u'elLe 
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lotfqu'elle eft négative dans le premia: cas , & 
pofitivedans le fécond. Cela poféi il eft évident, 

i®. Que fi la courbe AMD eft convexe vers lé 
point lumineux B , 8c que m foit moindre que 
n ,• ou que fi elle eft concave vers ce point , 
fie que m furpaffe « : les rayons rompus infiniment 
proches feront toujours divergens. 

2°. Que fi lai courbe A M D eft convexe vers le 
point lumineux B, & que m furpafle n i ou que. fi 
elle eft concave vers ce point , 8c que m foii moin- 
dre que n : les rayons rompus infiniment proches 
feront convergens , lorfque M K C — ) eft moin- 
dre que MH( — — aoud — — )i dîvérgens, 

lorfqu'elle eft plus grande ,- 8c parallèles , lorf- 
qu'elle eft égale. Or comme M K = o , locfque 
les rayons incidens font parallèles , il s'enfuit 
qu'en ce cas les rayons rompus infiniment jiro- 
ches feront toujours convergens. 

Corollaire IV. 

137- Si le rayon incident BM touche la coiirbc 

AMD au point M, l'on auraME (a) = ; 
'Scpartapt MF =t; Ce qui fait voir quelep^int 

F tombe alors fur le point G. 

Si le rayon incident B M eft perpendiculaire à 

la courbe AMD, les droites ME (a) 6c M G 
■(& ) deviendront égales chacune au rayon' C M 

de la développée ipuifqu'elles fe confondent avec 

.lui. On aura doçic M F ==-- • . ^'*^ — 7- » qui de^ 
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viçiiï ' ^U'n ^°^h^^ ^^ rayons incidçns font pa- 



riileles antr'euK. 

^i le rayon rompu MF touche la courbe 
AMD au point M , l'on aura MG {b) = 0. D'où 
l'on voit que ]a cauftique touche alors la courbe 
donnée au point M. 

Si le rayon C M de la dévcloppâe eft pul ; les 
droites Më(o), M0(() feront aulU égales 
à zéro } Se par cpnféquent les termes aaujhbmy 
font n^ls par rapport aux autres bmjt , tmy. D'où 
Ufujt q«e MF = p; & qu'ainfî la cauftique a 
lé point M commun avec la courbe donnée. 

^i Ip F9yon CM de Ift développ^q eft infini; les 
droites I^£(a),MG (&) feront auffi infinies ; 
&par conféquent les termes hmy , any fçronc nuls 
pat rapppxt au]( autres am , hhmy : de forte qu'on 

2m^ M F ?= =^- Qf ( ^^** 'H) «nïyme cett» 
quantité eft négative, brfque Ton fuppofe que le 
point F tombç de l'aMtrç çot^ du point B par rap- 
port à la -li^ne A M Di $ç qu'au contraire elle eft 
pofltivB iQrfqu'on fupçofç qu'il tpip.bc d" même 
càté ; il s'enfuit ( Art. i jC-) que l'on doit pren- 
dre le point F du même côte qu ppinç B , c'eft- 
à-di|^ i que les rayons rompvç jn&niînent proches 
fop^ divçrgoïs. H eft évident 94^ I9 petit arc Mw 



^ qui tervïra à détermmer les pomts 
iies cauftiques par Félra^ion , loréi^ la ligno 
A MuD eft droite. " ' 
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Ayant mené BO ( F/g. 1 14. PI. 6. ) petfen- 
dicubuefur le rayon incident BM , Jc qui fen^ 
contre en O la droite M G perpendiculaire fur 
AD i on tirera OL perpendiculaire fur le rayon 
rompu MG; & ayant fait l'angle BOH égal 
àTangleLOM, on fera BM.BH:: ML. MF. 
Je dis que le point F fera à la cauftique par ré- 
fraction. 

Car les triangles reflângles MEC & MBOj 
M G C & M L O feront toujours femblables dfi 
quelque grandeur que l'on fuppofe C M ; & par- 
tant lorl^u'elle devient infinie , l'on gura encore 

ME(-a).MG(J)::BM(^).ML=::^. Et 

à caufe des triangles femblables OLM, OBH, 

l'0nautaau(nOL.OB(ii.7»)*:ML(^ ) . 

iH — ^. D'où l'on voit que BM(>).BH 
(^)::MLi^.MF(^j. 

^ an * a . ' aalt '• 

CorollaireV. 
I ; 8. 1 1 eft clair que deux quelconques dçs trois 
points B , C , F , étant donnés , on peut ^ci-- 
îement trouver le troifîéme. 

Exe Ans I. 

I îy«S oiî la Cotirbe AMD (Pig. 115. p/. 6, ) 
im quart de c»cle qut ait pom' centre le point C ; 
fuient les rayons incidens BA , BM, BD paral- 
lèles cMï'eux i & perpétidicaKSrci fiirGDj foît 
M2 
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enfin la. raifon. de m à » , comme ; ^ a , qui 'eft 
celle que foufirent les rayons de lumière en pafianc 
de l'^ir dans le verre- Puifque la développée du 
cercle AMD fe réunit en un point C qui en 
cft le centre, il s'enfuit que fi l'on décrit une 
demi-circonférence MEC qui ait pour diamètre 
le rayon C M » & qu'on prenne la corde C G = 
|CE; la ligne M G fera le rayon rompu, fur 
lequel on déterminera le point F , comme l'on 
a enfeigné ci-devant art. 155- 

Pour trouver le point H où le rayon incident 
B A perpendiculaire fur AMD touche la caufti- 
que par réfradtion., l'on aura ( Aru 157. ) AH 

( ^ • ) = 36= 3C A. Çt fi l'on décrit une 

demi-circonférence CND qui ait pour diamètre le 
tayoaGD , & qu'on prenne la corde CN = \ CD j 
il eft clair ( Art. i_^/. 5 que le point N fera à 
la caufiique par réfraâion , puifque le rayon in- 
cident 6D touche-le cercle AMD au pointD. 
Si l'on mené A F parallèle s^ C D j il eft vifîble 
( Art- 132.) que la portion FH = AH — MF 
— i P M : de forte que la cauftique entière HFN 

■— iCA-DN==:l::^CA. 

Si le quart de cercle A M D ( F;^. 1 1 6. PI. 6. ) 
eft concave vers, les ■ rayons incidens BM, & 
' ,<ii^ Imr^^n ^^ ^^ ^n li^it de 3 à 3 ; on prendra 
riv4a.;aemiTcircoriïérence C£Mquia pour dïa- 
!mètrç le rayon CM, la cofdeÇG = iÇE, 
^i on; tirera Iç.j^yonrompi^ ^Ç^ui^ lequel .on 



.Coo.qlc 



DES Infinimeht Petits. i8| 
déterminera le point F par la conftruâion 'gé' 
nérale art. ijj. 

Onaura(^«. 137.) A H ( J^;=: — li,^ 

c*eft-à-dire, que AH{eradu côté (^Art. 136. ).de 
la convexité du quart de cercle AMD, & dou- 
ble du rayon A C. Et fi l'oafuppofe que C.Q our 
i CE foit égale à CM ; il eft manifefte qy.e 1^ 
rayon rompu MF touchera le cercle A MI) -en 
M, puifqu'alors le pçint G fe confondra avec le 
point M. D'où il fuit que fi Ton prend CE= pCD;, 
le, point M tombera au point N où la caudique 
HFN ( Art. 157. ). touche le quart de., (cercle; 
ÂMD. Mais lotfque CE furp^Afe 7 CD / les 
rayons incidens B M ne pourront plps Te rompre ^ 
c'eli-à-dire, paflerdu verre dans l'air \ puifqulil eft 
impoflible que C G perpendiculaire fur le rayoa 
rompu M G , foit plus grande que C M : de forta 
que tous les rayons qui tomberont fur la partie 
N D fe réfléchiront. 

Si l'on mené A P parallèle à C D ,* il eft clair 
(^Art. 152.) que la portion F H = A H — MF 
+ i P M : de forte que menant N K parallèle à 
CD, la cauftique entière HFN=:2CA + 
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HO-S^JT '^*^o"rl'sAMD (Fïg. 117. Jpi.,6^) 
une logarithmique fpirale qui ait pour centré 'le 
point A , duquSl partent tous les rayons incÎT 
dens A M. 



M 3 
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|l«ft clftir(^r<. 91.) qut le pcùnt E tombe 
fur le point A , c'eft-à-dire , que a =>. Si donc 
Ton mec à la pUce de a fa valeur y d^ns 

f . . . ^^^ . ïaleur Mrr. i33.)<leMFlorf- 

que la courbe eft concave du c6ti du point Iiimi- 
neux ; on aura MF = h ; d'où l'on voit que le 
peint' F tombe fur le point G. 
y- Sf Ton mené la droite AG , & la tangente 
M T i l'angle A G O complément à deux droits 
d&i-angle AGM, fera égala l'angle AMT- Car 
le cercle qui a pour diamètre la ligne C M , paf- 
fant par les points A&G, les angles AQO, 
A MT ont chacun pour mefurc là moitié du mê- 
inearc AM. Ilelldoncévidentque !a cauftïque 
ÂGN eft la même logarithmique fpirale que 
la donnée AMD, & qu'elle n'en diffère que 
par fa polition. 

PROPOSITION II. 

Problème. 
14 i • L A caufiique H F {Fig.w 8. VL 6. ) far 
réfraSlion étant donnée avec fon point lumineux 
B , dJ" /*! raifon àerciati • trouver une infinité àe 
courhes telles que A M , dont die foit caufiique 
par réjraSlion. 

Ayant pris à difcrétion fur une tangente quel- 
conque HA, le point A pour un des points de - 
la courbe A M , on décrira du centre B & de 
l'intervalle B A l'arc de cercle AP, & d'un autre 
intervalle quelconque BM un autre atc de cercle ; 
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& ayant pris A É = — P M , on décrira eh env'é'' 

loppant la cauftique H F anc ligne courbe Ë M , 
qui coupera l'ïre de cefcfe décrit éé l'iHtârtjfW 
BM,enunp6intMquiferààla(!M«t>«chef<Jllé«< 
Car ( Art. 131. )Fl)i.AEoiiML::in.ji. 

Autre solution. 
141. On cherchera fufime taneente quelconque 
F M , autre que H A , le ^int M Mï*^ H F ip 

FM-i--BMr=HA-t-- BA. C'dft «xiraooi 

m ■ m ' ^ 

fi l'on prendPK.=;£ B A,-i- AH — F rf , -«S 

qu'on trouve fur F K un pomt M tel ^ M K ss; 

^ B M, il fera (/4rt. i32.)celai qtcbit dHetcfe: 

Or cela fe peut faire en décrivant une Kgne cour- 
be G M ( Pig. 119.Pt. e.") telle tfui inenànt (fu^ 
de fes points quelconque jCl aux points donnés B , 
K, les droites MB, MK, elfes ayent itxijàùti 
entit'eSesi un ihême rappon (fiitit iit.U rtei ilslvl 
quellion que de trouver la natuKe^deCe lieu,' 

Soit pour cet effet menée MR perpendiculaire 
fur BK , & nommée la donnée BK, a ; à leS iii- 
déterttinées HR , x ; R M ,/. l<es ttiang ltil réc - 
tangles BUM , KRittdonfleroatigW = Vin^yfi 
ti KH = yai — iax'^^xt'f-yy: ie foflS»' qa» 
p our rempl ir la condition du Probl ême-r YatP&Sfà 

y SX -^yy . y^aa — 2<|* -^atii-i-yf''. : I» , », D'oil 

rbntire,>. = î2!5îr^î5?- 1-.' if ;^ , rful «({ 
M 4 
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un lieu au cercle que l'on çonftruira ainfi. 
Soit prife BG= -Î2— , & BO = — ±!!_ «, 

foit décrit du diamètre G Q.la demi-circonférence 
GMQ_: je dis quteHe,fera le lieu re.quis. Car ayant 

QRouBQ-BR = ;^_^, &RG ou 
BR— BG = x — — "i la propriété du cer- 
cle , i}ui donne Q R:x R G =;= rm" , donnera en 
tetmœanalytiques Jï'= - „„._ ■ xx. 

Si les rayons incidens BArBM (Fi^. 1 20. VI. e.) 
font parallèles à une droite donriée de pofîtion , la 
' première folutioii -aura toujours lieU'; mais celle-ci 
deviendra inutile ^^8i op. pourra lui fubllituer la 
fuivante. 

■Soit prife FL=.ÀH — HFs«eayant mené 
t G parallèle à A B «cî perpendiculaire fur AP, on 

pren<^à L O == — t G , .& on tirera L P paral- 
lèle i GO , «i P M parallèle à . G L. Il eft claii 
(_Art. iji.) qéeJepointM fera celui qu'on cher- 
éhe ; car puifqtie L O = - L G, M L = ^ PM 

Si 11 cauftiqueiF H par réfraffion , fe réunit en 
im.pointiles courb^sAM deviennent les Ovales 
de bejfurtes, qui ont fait tant de bruit parmi I?s 
Géomètres, 

. -Ç p K o L I, A I s E I. * : , - 

'45- O" démontre de même que dans les cauf^ 
tiques par réflexion , ( An, 1 jo. ) que les cour- 
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bes A M font de nature diffirente enn'elles, & 
qu'elles ne font géométr^ues que lorfque la cauf- 
tiqueHFpar réfraftion eft géométrique & tec- 
tifiable. 

COROIIAIRB 11. 

1 44. XJ N E ligne courbe A M ( Fig. 1 2 1 . PI. 7- ) 
étant donnée avec le point lumineux B , & là 
raifondem à ni trouver une infinité de lignes 
telles que DN ..enforte que les rayons .rompus 
M M fe rompent de nouveau à la rencontre de 
ces lignes DN pour fe réunir en un point donné C. 
• Si l'on imagine que la ligné courbe H F^ foit la 
ïauftiquc par réfraftion de la courbe donriée AM , 
formée par le point lumineux B ; il eft clair que 
cette même ligne H F doit être auffi la cauftique 
par réfraàion de la courbe cherchée DN, ayant 
pour point himineux le point donné C. C'eft pour- 
quoi (At. 131.) ÎBA+AH=£ BM+.MF 

+FHi&TtF + FH-£NC=HD-£pCi 

& partant ^BA-i-AH="BM + MN+HD 

' !"■ , m 

-^ -^ D C -t- - N C ; & tranfpofant à l'ordinaire , 

m fl» 

-BA--BM+ " DC + AD = MN-i- 

tn If' "* 

" N C- Ce qui donne cette confiruftion. 
m ^ , 

Ayant pris à difcrétion fur un rayon rompu 
quelconque A H le point D pour un de ceux de la 
courbe chcrchéeDN, on prendra fur un autre 
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njcn roffipa qnekonque MF lftp«rtieMK = 

£BA — |BM + ^DC+AD; &ay«ittrou- 
t£ , comme d-defliis ( Art. 141. ) , le point N td 
que NK =^NC, a eft clair (,A». 131.) 
qu'il fera à la courbe D N. 

CoaOLK^AlKB GilS àtLAL. 

Pour Us trois Serions fricéàtmts. 

145. Il eft manifefte ( ^rt. 80. 85. 107. to8. 
J14. 115. \%%. I2J). 1^4. 143-) qu'une ligne 
courbe n'a qu'une I^Ie développée , qu'une feule 
cauftique par réflexion , & qu'un feule par réfrac- 
tion, le point lumineux & le rapport des lînus 
étant donnés , lefquel[es lignes font toujours 
géométriques & reûmabies lorfque cette courbe 
eft géométrique. Au lieu qu'une même ligne 
cou^ peut être la développée , & l'une & l'autre 
cai^ique dans le même rapport des imus , & 
dans ki même pofitic» du point lumineux , com- 
mune à me infinité de lignes uès di^entes en- 
tr'elles > & qui ne font géométriques que lorfque 
cette couibe eft géométrique de reâiâable (Com- 
fult€\ la Note cinquante-deuxième. } 
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SECTION VIII. 

Vfagedu Calcifl des différences pour trouver les 
points des lignes courbes qui touchent une inf^ 
nité de lignes données de pojition , droites ou 
courbes. 

PROPOSITION I. 

Problème. 

, ^ O ! T donnée une ligne quelconque A M B , 
140*,^ { Pig' I2Ï- PI- 7- ) qui ait pour axe la 
droite A P ; faient de plus entendues une infinité de 
parahies AMC, Am-C, qui paffint toutes par 
le point A j & qui ayent pour axes les appliquées 
P M i p m. // faut trouver la ligne courbe qui tou- 
che toutes ces Paraboles. 

Il eft clair que le point touchant de chaque 
parabole A M C eft^le point dlnterlëâion C oïl 
la parabole A »î C , qai en eft infiniment pro- 
che , la coupe. Cela pofé 3 & ayant mené G K 
parallèle à MP, foient nommées les données 
AP , x; PM,^,* & les inconnues AK, ui 
K C , ^. On aura par la propriété de la pjH-aboîe , 
aP' (xx ) . HC* ( au — 2UX -h xx):: MP (y ) . 
MP — CK(^ — ^ ). Ce qui donne ^xx rr: 2uxy 
— uuy , qui eft l'équation commune à toutes les 
paraboles 3 telles que A M C. Or je remarque que 
les inconnues AK («)& KG (?:) demeurent 
les mêmes, pendant que les données AP(x) 
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fi^ P M Cv-) varient en devenant. Ap &pf»;8c 
qu'il n'arrive que KC(;c} demeure la même, 
que lorfque le point C eft celui d'interfeélibn : 
car il eft vifible que par tout ailleurs la droite K C 
coupera les deux paraboles A M C , AmC en 
deux différens points , & qu'elle aura par con- 
féquent deux valeurs qui repondront à la même 
de A K. C'eft pourquoi fi l'on traite u^^ comme 
conftantes , en prenant la différence de l'équa- 
tion que l'on vient de trouver , on déterminera 
le point C à être celui d'interfeftion. On aura 
donc 2^xd!x = zuxdy h- iuydx — uudj' : d'où l'on 

- i,- * Tr /• v 2xxdy — 2yxdx 

tire 1 mconnue A K ( a ) =: - , ■ < -, — en 

^ ' xdy — ■ îydx 

mettant pour < fa valeur'- '^'^ n"^ ; gc la nature 

de la courbe A M B étant donnée , on trouvera 
une valeur de ày tndx , laquelle étant fubftituée 
dans la valeur de A K , cette inconnue fera enfin 
exprimée en termes entièrement connus Se. déli- 
vres dés différences. Ce qui étoit propofé. 

Si au lieu des paraboles AMC, on propofoit 
d'autres lignes droites pu courbes dont la pofition 
fût déterminée, on réfoudroit toujours le Pro- 
blème à peu près de la même manière : de' c'eft 
ce que i'bn verra dans les Propofitions fuivantes, 

' £x E M7 XE. 

i 47. Q u E l'équation xx = /^ ~~ a^y exprime 
là nature de la courbé A M B : elle fera "une demi- 
ellipfe qui aura pour petit axe , la droite AB 
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*=« perpendiculaire fur AF , & dont le grand 
aïe fera double du petir. _ 

On trouve xHx = i.ady ^^dy ; & partant AK. 
/ i.xJy. — zxyd» . _î; — ,„. D'où il fuit que n 
^ xdy — !iydx ' y • 

l'on prend A K, quatrième proportionnelle à MPj 
PA , A B , & qu'on mené K C perpendiculaire 
fur AK; elle ira coUpèr la parabolç AMC au 
point cherché C. , 

Pour avoir la nature de la courbe qui touche 
toutes les paraboles, ou qui paffe par tous les 
points C ainfi trouvés, on cherchera l'équation 
qui exprime la relation deAK(a)àKC(it)en 
cette forte. Mettant à la place de a fa.valeur — - 
dans \m — luxy— uuy , l'on en tire/ = ^^_ - i 
& partant X ou ^ = ' ' ^ ' - • Si donc l'on met ces 
valeurs à la place de x 84 j» dans xx = 4ry — vy , 
. on formera l'équation ftu =^' 4«'ï — 4*< où x & J/ 
ne fe rencontrent plus >& qui exprime la relation 

■ de AK à KCiD'où fonVoit que la courbe cherchée 
eft une parabole qui a,pj)«r.axe,la ligneB A, pour 

. fommet le poiiif B , pour foyer le, point A , & dont 
le paramétre par conf^qi^ent ell, quadruple de A6. 

On ^ient 'de trouver Vfc=.^-^^ — , d'où l'on tire 
^KC.( ô =t ""> ~ '" , Or comme cette valeur eft 

" p'ofittve, lorfque 2^ furpafle a , négative lorfqu'il 

■ eft rnôindre, 8c nulle lorfqu'il lui eft égal : il s'en- 
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Àiit que le point touchant C tombe au-defliis de 
AF dans le premier cas , comme l'on avoit fuppo* 
fé en faiiant le calcul i au deflbus dans le fécond > 
& enfin fur A P dans le troifîen^ 

Si Ton mené la droite A C qui coupe M P en G ; 
je dis que MG = BQ, & que le point G eft lé 

foyer de la parabole A M C. Car 1°. A K ( — ) . 

KC(î^l^::il^):: AP(x).PG=2^ — *.& 

pavtant M G = a — j» = B Q.- 2°. Le paramètre de 
la parabole AMC, eH^Jia — ^y en mettant 
pour jfx fa valeur 4<y — ^jy ; & partant M G 
(« — > ) eft la quatrième partie du paramètre : 
d'où l'on voit que le point G eft le foyer de la pa- 
rabole ^ & qu'aitifi l'angle BAC doit être divifé 
en deux également par la tangente en A. 

Il luit de ce que je paramètre de la parabole 
AMC eft quadruple de BQ.s que le fommet 
M tombant en A , le paramètre fera quadru^e 
de AB , & qu'ainfi la parabole , qui a pour 
fommet le point A , eft afymptotiqne de celle qui 
paffe ga^ tous les points C. 

Comme la parabole BC touche toutes les para- 
boles telles que AMC; il eft dair que toutes 
cesparaboles couperont là' Hgne déterminée AC 
en des points qui kxaat pUis proches du point 
A que le point C. Or l'on démontre dans la Ba- 
Uftique ( en fuppofant qUe A K fort hor{zï>ntale) 
que toutes les paraboles , telles que AMC , max- 
queot.le chemin que décrivent ^ l'ait de» Bom^ 
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bes qiù fetotent jett^es par \^^ Mortio- placé en 
A dans toutes les élévations poflibles avec la mê- 
me force. D'qù il fuit que fi l'on mené une droite 
qui divifç par le milieu l'angle BAC; elle mar- 
quera la pofition que doit avpjr le Mortier , afin 
que la Bombe qu'il jette , tombe fur le plan 
. AC donné de pofition , en un point C plus éloi- 
gné du Mortier , qu'en toute autre élévation. 

PROPOSITION H. 

Problème. 

I46-0<3IT d&nnéç une courba qvclconque AM, 
' (^Pig' lii. pi- ^.) qui ait pour axe la droite AP; 
treaver une autre fourbe BC telle qu'ajiant mené 
à àifcrétion l'appliquée PM , ^ /tf perpendicu- 
laire P C à cette courbe , cm deux lignes P M , P G 
foicvt tcMjomt égalçT patr'clles: 

$i l'on conçoit u(M in&eiié de cefcle$ déaks 
des cmues ? > p, ft dos ïayoos PCi ^C égaux 
à P M 9 f I» i iUft cUif quQ la courbe chercKée 
B C doit toucher tous ces cercles , & que le poiat 
touchant C de chaqi» cercle eft le point d'inier- 
iie^oaoùleeeff^qui en eft infiiùmenc proche» 
le coupe. Cela, pofi^ , f«it menée C K perpendtcu* 
laire fur A P ; foient nommées kg« doftnées fiC 
variables AP,x; PMouPC.^îles inconnues 
Scconfiantes A%, u $ KC^ ^; & l'on auca par 
)a propriété du cercle fçf = W.' + Kc* , c'eft-à- 
dire , en termes analytiques yy^=zxx -^ 2ux-\- 
i*a-»-^^, qui eft l*équaHon commune à tous c» 
cerdes , dont la diiSïrence eft tydy = nxdx — 
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aurfx: d*6ùl'ontirePK(x— a)=:^ ; ce qui 
donne cette conAruâion générale. 

Soie menée M Q perpendiculaire à la courbe 
AM; & ayant pris PK=PQ, foit tirée KG 
parallèle à P M : je dis qu'elle rencontrera le cer- 
cle décrit du centre P & du rayon P C=P M au 
point C , où il touche la courbe cherchée fi G. 

Ce qui eft évident ; puifque P Q =='^- 

On peut encore trouver la valeur de F K de 
cette.autre maniÈre. 

Ayant mené P O perpendiculaire fur C p , les 
triangles reftangles pO P , P K C feront fembla- 
blesi & partant Pp {dx) . Op (^iy) : : PC 

Lorfque P Q, =: P M , il eft clair que le cercle 
décrit'du rayon PC, touchera KG au point K; 
de forte que le point touchant C fe confondra 
avec le point K, & tombera par conféquent fur 
l'axe,; 

- Mais lorfque PQfuïpaflera PM , le cercle 
décrit du rayon ' P C ne pourra toucher la cburbe 
BC î puifqu'il'ne pourra rencontrer la droite 
K C en aucun point. 

E X B M p L K. 

j4g,SoiT la courbe, donnée A JVI , (Fjig. laj. 
PI. 7. ) une parabole qui ait pour équation ax = 
jy'. OnçuraJQ ou f K(* — « ) = ïai & par 
CQnféquent x =. î a •+- « i Scjfj/= l aa + %kX 

cau(è 
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caufe du triangle reâangle P K C. Or fi Ton met 
ces valeurs dans <ïx = ^> , on formera l'équation 
\aa-^au =:~aa -H \x. ou \ aa + att == ^^ , qui' 
exprime la nature de là cburbe BC. D'où il eft 
clair qiie cette coiirbe eft la tnêirie parabole que 
A M i puifqù'elles ont l'une & l'autre lé mêrhc 
paramètre a > & que Ton fdmmet B eft éloigné à\i 
Ibmmet A de la diftance B A = ^ «i. 

PROPOSITION III. 

Problème. 

1 5 ®.À5 OIT àûnhée une ligne courbe quelconque 
AlA 3 (F/g'. 124, Vl.j,) qui ait pour dian. être là 
droite A P , d dont les appliquées P M , piri foient pa- 
talliles a là droite A Q. donnée de pofuion • & ayant 
mené M Q , mq parallèles à A P , foient tirets lei 
droites FQ.C, P<}C. On demande la courbe A , (fui 
à pour tangentes toutes ces droites : ou , ce qui fji 
la même chofe , il s'agit de déterrhiner fur chaque 
droite P Q.C le point iouchaut C. 

Ayant imagirié une autre tangente pijC iti* 
fihiment proche de P Q C , & méfié C K parallèle 
à AQ» onl nommera lès données & «ariab'es AP; 
X ; P M ou A QL, j/ ; les inconnues & conftîtntéâ 
A K , ïi i K C , ^ i & les triangles femblablèé PAQ, 
PKCdonneront AP(x).AQ(i');:PK (^ 

+ a). KC(^) =:j'-f- — . qui eft riqnation 

Commune à-toutes les droites » telles que K C. Sa 

diffirericeeft^>+i:^^^:^^=o' , d'où l'oû 
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nte A K ( Il ) rrr -T—^j-- G« qui donne cette 

eonftruâion générale. 

Soit menée la tangente MT , & foit ptife AK 
troiiieme proportionnelle à A T , A P : je 3is que 
fi l'on mené KC parallèle à A Q., elle ira couper 
la droite F Q.C au point cherché C. 

■CarAT(i±^^). AP (x) : : AP(j<) . 



AK = 



xxiy 



ydx — xdy 

Exemple T. 
151.S0ÏT la courbedonnée AM , (F/g. 124. - 
P/. 7. ) une parabole qui ait pour équation ax = 
^y. On aura A T = A P ; d*où il fuit que A K 
(k)=x, c'eft-à-dire,'que le point K tombe 
fur le point T. Si l'on veut à prefent avoir une 
équation qui exprime la relation de AK(u)à 
KC (^) j on trouvera KC(^)^2y , puifque 
Pon vient de trouver que F K eft double de A P. 
lyiettant donc à la place de x & j/ leurs valeurs 
K & 7 st dans ax ■=yy , on aura 4<ih = ^ : d'où. 
l'on voit que la courbe AC eft une parabole 
qui a pour fommet le point A , & pour paramé- 
tre une ligne quadruple du paramètre de la para- 
bole A M. 

EiempieII. 

152, Soit la courbe donnée AM, ( Fïg- 115. 
VU 7. ) un quart de cercle B M D qui ait pour 
centrelepoint A, & pour rayon la ligne AB ou 
À D, que j^p'pelle a, U eft clair que P Q. eft tou- 
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jours égale au rayon AM Qu AB , c'eft-à-dirè , 
qu'elle eft par-tour la même ; de forte que Von 
feut concevoir que fes cstrêmjlés P , Q gliCSént le 
long des côtés B A , A D de l'angle droit B. A EL 

On aura A K ( o ) = ^ , puifque A T = ^ ; & 

les parallèles K C , A adonneront A P (x ) . PQ 

(a)::AK(— )QC=^. P'oi l'oa voit que 

pour avoir 1« pçini touchant G , a n'y a qu'à pien- 
dre QC troiiieme proportionnelle àPQôc A JV 
Si l'on chercKe l'équation qui exprime la nature 
de la courbe J C D 1 on tiouven oalk-cj , 
w'r- 3«»«'-k- î»'»l— «"^bs» 

-H 3^* — ja^t* 

^ ,« -: 

1 5 3 ■ s I l'on veut chercber le rapport de la j)or- 
tion D C de la courbe H C D à fa tangente ÇP , 
l'on imaginera une autre tangente cp infiniment 
proche de CP ; & ayanç décrit du centre C le petit 
arc PO, Pon avra^p — CP-ouOp — Cc== 

'r^ ^^ , pogr 1» difléresç» d« C P ?3 'f :! ^r' • 



triangles reftangles femblables .Q'.P A , VfQ) 1 on 

Ni ' 
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& parant Ce = ^ = D C — Df. tl e'ft donc 
manifefie qu'eh quelque endroit que l'on prenne 
le point C , l'on aura toujours DC — Dc(, H^) . 

Cf — cp( -^ ) : : } . 2. D'oil il fuit que la 

, fomme de toutes les différences D C — De qui ré- 
pondent à la droite PD , c'eft-à-dire , ( Art. 96. ) 
la portion D C de la courbe B CD , eft à la i'om- 
jne de toutes les différences C P — cp qui répon- 
dent à la même droite PD , c'eft-à-dire ( Art. 
^6.) à la tangente CP : : 5 . 2. Et de même que la 
courbe entière BCD eft à fa tangente BA : : 3 . j. 

Corollaire II. 

■ »54-î>' l'on développe la courbe BCD en com- 
mençant par le point D , on formera la ligne 
courbe D N i! telle que C N . C P : : 3 . 2. puifque 
ÇN eft toujours égale à la, portion DC de la 
courbe BCD. D'où il fuit que les fedeurs fem- 
blabks CN», CPO font entr'eux : : 9 . 4. 8e 
partant que l'eipace D C N renfermé par les cour, 
tes DC, DN , & par la droite CN qui eft 
tangente en C , 8c perpendiculaire en N , eft à 
l'efpaceDCP renfermé par la courbeDC, &par 
le^deux tangentesDP, CP^ comme 5. à4. , . 

,CoR01LA.IBB III. 

'i55.L"E centre de pefanteur du féfteur CN» 
doit être fitué fur l'arcFO ; jmifqîieCP = î C f4'. 
£t comme cet arc eft infiniment petit , il s'en- 
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.fuit que ce centre-doit être fur la droite AD; éc 
-partant que le centre de pefaûteur des efpaces 
DCN, B D F qui font compofés de tous ces fec- 
teurs , doit être fur cette droite AD : de forte 
que fi l'on décrivoit de l'autre côté de B F une 
figure toute pareille à BDF, le centre, de pe- 
fanteur de la figure entière feroic au point Â. 

Corollaire IV. 

15^- A caufe des triangles rcftangles femblailDles 
PQA.pPO, l'on aura P Q_ ( «I ) . AQ.ou Pftt 

i\/ua~xx) : : Vp {dx) .?0 ^^■^^^^^~^. Et 
à. caufe des feÛeurs femblables CPO , CNa , 
l'on aura aufli C P . CN . ou 1 . 3 ; : PO { i^X^tZ^) . 
N» = 3^=^'^^^^-^'"' ^ Or le reûangle MP x Pp , 

c'eft-à-dire, (^ rf. 2. ) le petit efpacé circulaire 
tAV pm = t:ix \/aa~ XX. On awa donc A B x 
N» =îMPfï77: d'où il fuit que la portion N D 
de la courbe D N F étant multipUée par le rayon 
AB , eft fefquialtére du fègment circulaire DMP , 
&. que la courbe entière P.NP eft égale aux trpiç 
quarts de B M D , quatrième partie de la circonfé- 
rence du cercle. 

< PROPOSITION IV,; 

Problème. ; . 

157.0 OIT donnée une courVe-^elcmepte A M , 
(Fïg-. 126. P/. 7.) qui ait pour axe la drsitc 
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A P ; -croient entendues une injhitê de pe^en- 
ditulaires M C , mC à certe èffitr^e. On âemimâc 
ià c&urhe qui a fout tangenter Foutes «r perpen- 
àittAairts : bu ce qui efl îa même ekofè , ti faut 
XTJUver fur chaque petpendrcaîairt M.C le point 
ïoachant C. 

■A7â-ht imagitié ■ant antre pM^ndkulftirt tn G 
infiniment proche de M C i avec une appliquée 
W P , Ton mènera par le point d'interfeaion C les 
droites CK. perpendiculaire, & CE parallèle à l'axe : 
ayant cnfuite nommé les données & variables AP, 
* 5 P M , j ; les inconnues & conftantes A K , a ; 

KC,^i l'onauraPQi:::^, PK ou CE=i:.o 

.-»-x, M E=>'^-x;Ô: les triangles reûangles 
femblables MPQ, MEC donneront MP(>). 

P(X<^)--- ME (j' + O- EC («-x) = 
^rH-7^ ^ q^j g,^ ^jjg étjuation cbmthune à ttiu- 

tee les pe^ndiculaires telles que M C, âc dont la 
difflTt-tice ( en i'uppofant dx confiante ) donne — 

dx :i= -t-i^-. — Z ^ . , . t„ . y : d'oÈi l'on tire ME (^4-j') 

= -- — rr^* Or la nature de la court* A M 
étant donnée , l'on aura des valeurs de dy & dt/y 
endx^, lerquellesétam rubftkirérê dans ''_^./ » 
doniïerosii pour M Eune vjiUur enctérçineBt cos-<- 
nue & dcUvfée des difôi«nces. Ce ^ui iitoit fropofé . 
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Il efl évident que la courbe qui pailb pat 
tous les points C , eft la développée de la courbe 
A M ; & comme l'on en a traité exprb 'dans 
la Se^on cinquième , il feroit inutile d'en donner 
ici des exemples nouveaux. 

PROPOSITION V. 

Problé me. 

158. Deux lignes quelconque}' AM » BN" 
( Fig. 'i 27. PL 7. ) étant àonnéei avec une ligne 
droite M N qui demeure toujours la même • on 
fuppofe que les extrémités M, 'H de cette lignfi 
giflent continuellement le long des deux autres y ■ 
Ù l'on demande la courbe qu'elle' touche toujours 
dans ce mouvement. 

Ayant mené les tangentes MT , NT, é^ 
imaginé une autre droite mn infiniment proche 
de M N , 6c qui la coupe par conféquent au 
pointe oii elle touche la courbe dont il s'agi|: 
de déterminer les points. Il eft clair que la droite 
MN , pour parvenir en mn , a parcouru par fes 
extrémités les petites portions Mot, Nm des 
lignes A M, BN, lefquelles font communes i 
caufe de leur iniïnie petitcfle , aux taagentes 
T M , T N : de forte que Ton peut concevoir 
que la ligne M N pour parvenir dinsla fituatioo 
infiniment procie mn , ait gliffé le long dps droites 
TM , TM données depofition. 

Cela bien entendu , (oient raeaées AtrNTleç 
perpendiculaires M P , CK i foient norwn^a ^ 

N4 
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données & variables T P , x ; P M ^ j* ; les incoor 
nues & confiantes TK , a ; K C ,^ j de la donnée 
MN qui demeure pat-tout la même , a- Le trian- 
gle reâangle M P N donnera P N = \/aa — "y} i 
& à caufe des tria ngles fem blables NPM , NKC , 
l'on aura ]^P(VV—>'J') • PM (^) ^^ NK 

dont la différence donne aaudy — aaxdy —^ aayâx 
•+-'ydx == aady — yydy^/aa-^ y'y : d'oà en faifant 
y'aa~yy = m pour abréger , l'on tiire PK (a — x) 

;= — > -^ ■ ; -^ — = en mettant pour 

aady m * . 

yàx fa valp^^ x<^ , à caufe des triangles fepibla^ 

tles mRM , M P T ; & partant M C ^ ^^îîî-=î=^ : 

ce qui donne cette conftrudion. 

Soit menée TE perpendiculaire fur MN, & 
fpit prife M C= 1*4 E : je dis que le pcûnt C fera 
jrelui qu*on cherche. C^r à caufe des triangles rec- 
tangles femblables MNP, T N E , l'on aura MN 
■<<i5.I^P;(:»7)::NTf7»-(-x).NE ou MC 



Autre manière. Ayant mené TE perpendicu- 
"laire fur M N , & décrit du centre C les petits arcs 
MS, NO, on nommera les données NE, r; 
Ç T j j i M N j ^ ; & l'inconnue G M , r. On 
^ûr'a Sm ou O it = dt ; & les triangles reâangles 
iemblâblés M ET & w S M, N E T &' n Ô K , 
■Ç'MS&'GND donneront ME(r-r a) .. E T 
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■(t)::«S(A).SM = ^-^. EtNE(r)j 

ET(i);:i.O(A).ON = ^'.E«MS— NO 
(_îf£L- ) . M S (-i^ ): : MN W . MC (») = r. 

rr — ar ' ■ ^r — a'' ^ ■' ' 

Ce qui donne la mêpe conAruâion que çi-deflus. 
Si l'on fuppofe que les lignes A M , BN foient 
fies droites qui f^ifent entr'ell^s un angle droit > il 
eft vifible que la courbe cherchée eft la même 
que celle de l'art- 152. 

PROPOSITION VI. 
Problème, 
159 5>oiENT données trois lignes quelconqaet 
L , M ,■ N ; {Fig. 12 8. PL 7.) Ù foient enten- 
dues de chacun des points h,\ée la ligne L deux 
tangentes LMé'LN, ImÔ^ln, aux deux courbes 
M g!)^ N , uneÀ chacune- On demande la quatrième 
courbe C y qui ait pour tangentes toutes les droites 
M K , mn qui joignent les points tauchans des 
courbes M. ^ N. 

Ayant tiré la tangente LE , & mené par un de 
fes points quelconque E les perpendiculaires EF , 
É G fur les deux autres tangentes ML, N L , 
pn coricevra ,que le point l ioit infiniment près 
. du point L ; on tirera les petites droites L H , 
LK perpefidiculaires fur ml y ni; comme auffi 
les perpendiculaires MP , m? , >fQ, »Q fut 
les tangentes. ML, m/ > N L , »/ , lefquelles 
nerpei^dUculaù^es s^efitrecQupsnt aux points P ^ 
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Q, Tout cela formera les triangles reâangles 
femblables EFL , & LUI , EGL & LKl; 
comme au(E les triangles LM H & MF»:, LbK 
& NQ» reâangles en H & n> , K & N , qui fe- 
ront femblables entr'eux , puifque les angles LMti, 
M P Ta étant joints l'un ou l'autre au même an- 
gle P M m , font un droit. On prouvera de même , 
quelesanglesLnK, NQ» font égaux entr'eux- 
■Cela polé , on nommera le petit côté M m du 
polygone qui compofe la courbe M, du ; & les 
données EF,»»^EG,BiMNouOTïi,<aiML 
ou «j/.i; NL oujii, £■; MP ou mP,/;NQ, 
ou M Q , g ( je prens ici les droites M P , N Q pour . 
données , parce que la nature des courbes M , N 
étant donnée par la fuppofition » on les pourra 
toujours trouver {Art. 78. ) j & l'on aura , i». 

MP(/).ML(i)::M».(*).LH = y. a». 
EF(«).EG(»):-.LH(^) . LK = ^. 
3». LNooL»(c).>ia(«)-.:LK{^).«N 
= -^^- 4°- ( menant M R parallèle à NL ou»/) 
ml(,i). la Çc) :: mM{Ju). MK—~. 5=. 
yiK + NnC-r*'-^)-KKC~) ■■ ■■ MN 
(«).MC= -7^^~T—. Ce qu'il feUoit trouver- 

^ ' ccfm-4-bégn * 

Si la tangente EL tomboit Tut la tangente ML. , 
il^dair que £F(in.)dêviendrottzùilkou zéro > 
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& partant que le point cherché C tomberoit iîir 
le point M. De même fi la tangente E L fe con- 
fotidoit avec la tangente LN, alors F.G{B)4e- 
Tiehdroit nulle , & l'on auroit par conféquent MC 
tiis a : d'oi i'«n voit que îe point cherché C tom- 
berait auffifur le point N. Et enfin fi la tangente 
EL tomboit dans l'ang'c G Ll ; en ce cas EG 
(m ) deviendroit négative : ce qui donneroit alors 

MC = -r^^^^ ; & le point cherché C ne 

tomberoit plus entre les points M & N , mais 4e 
part ou d'autre. 

Exemple I. 
ifio-SupposÔNS que les courbes M &N (F'^- 
Tïp. W. 7. )ree faffent qu'un cercle. Il eft clair 
en cecas que &r=r,&./=gî ce qiû donne AS C 
.:^ — iZL^^ dovi l'on voit qu'il ne faut alors que 
cduper la -droite M K en raifon donnée de m à « 
pour avoir le point cherché C ^ ç'cil-à- dire , en* 
forte que M G . N C : : »» . ». 

ElEMPtB. ÎI. 

i$\-'^^'i'io%0'A% que les courbes M & N 
Jbîe»t tineSiifStion conique quelconque. Laconf- 
truâion générale fe peut changer en cette autre 
Àui cft beaucoupplus fimple, fil'on fait attention 
à une propriété des Seftions coniques, que Ion 
trouve démontrée dans les Litres qui en traitent : 
fgayoir q«e fi l'os mené de chacun des points 
\^ /d'une ligne droite EL deux tangentes LM 
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&LN, /m&/» à une SeÛion conique; toutes 
les droites M N, mn qui joignent les points tou- 
chans , fe couperont dans le même point C , 
par lequel pafle le diamètre A C , dont les ordon- 
nées font parallèles à la droite EL. Car il fuit 
de là , que pour avoir le point C , il ne faut que 
mener un diamètre qui ait Tes ordonnées paral- 
lèles à la tangente E L. 

U eft évident que dans le cercle , le diamètre 
doit être perpendiculaire fur la tangente E L ; 
c'eft-à-dire, qu'en menant de fon centre A une 
perpendiculaire A B fur cette tangente, elle cou-^ 
pera la droite MK au point cherché C. 

Rediauqus. 
162. On peut par le moyen de ce. Problême . 
(F/g. 138. P/, 7. ) réfoudre celui-ci qui dépend 
de la Méthode des Tangentes. 

Les trois courbes C , M , N , étant données , 
on fera rouler une ligne droite MN autour de 
la courbe C , enforte qu'elle la touche continuel- 
lement ; on tirera par les points M , N , où 
elle coupe les courbes M & N , les tangentes 
ML, N L qui s'entrecoupent en un point L , 
lequel décrit dans ce mouvement une quatrième 
courbe L/. Il s'agit de tirer la tangente LE de 
cette courbe , la pofition des droites M N , MIJ , 
N L étant donnée avec le point touchât C ' 

Car il eft vifîble que ce Problême n'eft que l'in- 
verfe du précédent, & qu'ici M C eft donnée :'ce 
qu'on cherche, c'eft laraifon de EF , BG, quï 
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détermine la pofîtion de la tangente £ L. C'eft 
pourquoi n Ton nomme la donnée M C , â j l'on 



ccjm-t-bbgn accj — ccffi 

Ôrpar conféquent la tangente LEdoit être telle- 
ment fituée dans l'angle donné MLG, que fi l'on 
mené d'un de fts points quelconque E les perpen- 
diculaires k F , EG fur les côtés de cet angle , 
elles foient toujours entr'elles en raifon donnée de 
hhgh à accf^ ccfh. Or cela fe fait en menant MD 

paralleleàNL,&égaleà^^^^i^. . 

Il eft évident ( Art. i6i. ) que fi les deux 
courbes M Se N ( fig- i z^. PI. 7. ) ne font qu'une 
Seâfion conique , il ne Êiudra que tirer la tan- . 
genre LE parallèle aux ordonnées du diamètre 
qui paffe par le point C. ( Confulte-^ la Note 5 3^. ) 
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Soluthn de quelques Pràblêmei qui 4if.endent, 
des Méthodes prccédentet. 

PROPOSITION I. 

Pkoblémb. 

, OOlT une ligne courhe AMD {Fig. 150. 

' O P'^ 7- ) ( AP =x , PM = y , AB = a ) 
telle que la valeur de l'appliquée-^ fait exprijnée far_ 
une jra&ion , dont le numératt^r éf le dénonUm-^ 
teur deviennent chacun ^ero lorfque x =• a , ç'fji-^- 
dire , lorfque le point P iomhe fur le point dmni 6. 
Oh demande quelle doit être aUn ta lialeur de 
l'appliquée B D. 

Soient «itendues deux lignes courbes A N B , 
COB, qui ayent pour axe commun U ligne AB, 
& qui foient telles que l'appliquée P N exprime le 
numérateur, & l'appliquée*.? O le dénominateur 
de la fradtion générale qui convient à toutes les 

ABxPN 
P M : de forte que P M = • . |I eft clair 

que ces deux courbes fe rencontreront au point B; 
puifquepar la fuppofition PN & PO deviennent 
chacune zéro, lorfque le point P tombe en B. Cela 
pofé , fi Ton imagine une appliquée bd infiniment 
proche de BD, & qui rencontre les lignes cour- 
bes ANB , COB aux points f>g; l'on aura W 
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=-:^ïi^, laquelle (/4«. 2.): ne diffère pas de 

BD. Il n'eft donc queftion que de trouver le rap- 
port de hg à bf. Or il eft vifible que la roupie AP 
devenant A B , les appliquées PN , P O devien- 
nent nulles, & que AP devenant Ai , elles de- 
viennent bf, bg. D'où il fuit que ces appliquées , 
elles mêmes if, bg, font la difftrence des appli- . 
quées en B & è par rapport aux courbes A N B , 
C OB ; & partant que fi l'on prend la différence 
du numérateur , & qu'on la divife par la diffé- 
rence du dénominateur j après avoir fait x=:< 
= Ai ou A B , l'on aura la valeur cherchée de 
l'appliquée bd ou B D. Ce qu'il falloir trouver. 

ElEMTtB.1. 

ï640o«''j/ = l^ x~ — î^- . Il eft 

a—ya:^ 
clair que lorfque x::^ a -, le numérateur Se le dé- 
nominateur de la fraôion deviennent égaux cha- 
dun à zéro. C'eft pourquoi l'on prendra la diffé- 
a^dx — 2X^Jx aai* , , . 

rente — tt -, — ^ du numérateur, & 

on la divifera par la différence — -^ — ^ du déno- 

minateur , après avoir fait x ^ « , c'eft-à-dire , 
' qu'on divifera ^^ * aàx par — ^ ^x * ce qui donne 
'^- X pour la valeur cherchée de BD. 

- - ■ ■ . - / ■ ■ 
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EXBMFLS JI. 

|g5.SoiTj^ = '"J~,^ . On uouve^=2(j ; 

lorque x = a. 

On pourroit réfoudre cet exemple fans avoir 
befoin du calcul des différences , en cette forte. 

Ayant 6té les incommenfurab!es , on aura 
aaxx+ laaxy —axyy — za^x -^a^-\-aayy — za^y ^o ^ 
qui étant divifé par x — a, fe réduit à aax — a* 
•^laay — ayy = oi & fubilituant a pour x , il 
vient comme auparavant y=.2a. 

L B H H E. . - 

_ > I T une ligne courhe quelconque B C G > 
( Fig. I 5 I . P/- 7. ) avec une ligne droite AE qui 
ta touche au point B , &fur laquelle foienttnarquéî 
M difcrétion deux points fixes A , E. Si /'On finit 
rouler cette droite autour de la courbe , enforte 
qu'elle la touche continuellement ; il eji clair que 
les points fixes A , E décriront dans ce mouvement 
deux courbes AMD, E N H. Si Con mené a pré- 
fent D L parallèle à A B , Ô" qui fajjè par confé- 
quent avec D K ( fur laquelle je fuppofe la droite 
AE lorfqu'elle touche la courbe BCG en G) l'angle 
K D L égal à l'angle A O D fait par Us tangentes 
en B , G ,* Ù que l'on décrive comme on voudra ^ 
du centre D l'arc K F L. 

. Jtf^jY^aeDK.KFL::AE. AMD±ENH. 
fçavoir + lorfque le point touchant tombe toujours 
entre les points décrivans , ^ — lorfqu'il les laijjc 
toujours du m^me côté. 
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Car fuppofant que la droite A £ en roulant 
autour de la courbe B C G foit parvenue dans 
les pofîtions MCN, tnCn infiniment proche^ 
^ l'une de l'autre, & mehant les rayons D F , D/ 
parallèles à CM, C>» : il eft clair que les fec- 
teurs DFf, CMw, CNw feront ferhblables; 
&qu'ainftDF. F/: : CM. M m : : C N. N» :: 
CM+CNouAE. Mw + N M. Or comme cela 
arrivera toujours en quelqu'endroit que fe trouve 
le poirtt touchant C , il s'enfuit que le rayoti 
D K. eft à l'arc KFL , femme de tous les petits 
arcs F/: : A E . A M D ± EN H , fomme de tous 
les petis arcs M>7z dL N r. Ce qu'il falloit dé* 
mdntrcr. 

CoIlOtlAIRE I. 

167. Il eft vifible que les courbes A MO » 
ENH font formées par le développemerït delà 
même courbe B C G i & qu'ainfî la droite A B 
eft toujours perpendiculaire fur ces deux courbeS 
daris toutes les pofitions où elle fe rencontre j 
de forte que leur diftance eft par-tout la mêiftâj 
ce qui eft la propriété des lignes parallèles. D'od 
l'on voit qu'une ligne courbe AMD étant doH« 
née , on peut trouver une infinité de points àé 
la courbe ENH fans avoir befoin de fa déVfr 
loppée BCG, en menant autant de perpendicu- 
culaires que l'on voudra à cette courbe , & les 
prenant toutes égales à l'a droite A£; 
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ComoïLACKB IT. 

i68.Si*U courbe BCGa fes deux moitiés 
BC, CG entièrement femblables & égales , & 
que l'on prenne les droites B A , G H égales 
entt'ellesi il eft clair que les courbeç AMD, 
E N H feront femblables & égales, enforte qu'elles 
ne différeront que par leur pofition. D'où il fuit 
que la courbe AM D fera à l'arc de cercle KFL 
: : 5- A E. D K. c'eft-à-dire , en raifon donnée. 

PROPOSITION II. 

Problème. 

169. O OIENT deux courhes quelconques A E V , 
BCG, {Fig. 1 5 z. VL 7.) avec une troifiemeAMD, 
telle qu'ayant décrit par te développement de la 
courbe BC G une portion de courbe £ M , /a rela- 
tion des portions de courbes A E , E M , tf des 
rayons de la développée E C , M G fait exprimée 
par une équation quelconque donnée. On propofe de 
mener d'un point donné M fur la courbe AMD 
la tangente M T. 

Ayant imaginé une autre portion dfe courbe 
em infiniment proche de Ë M , & les rayons de 
la développée G c F , G m R ; Soit , i «. CH per- 
pendiculaire fur CE, & qui rencontre en H la 
tangente EH de la courbe AèV. 2». ML parallèle 
à CE , 8c qui rencontre en L l'arc GL décrit 
du centre M & du i^ayon M G. 3°. GT per- 
pendiculaire fur MG , & qui renconue en T la 
tangente «herchéeMT. 
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On nommera enfuite les données AE , x f 
EM, j; CE, m GM,t;CH,jiEH,ri 
l'arc GL, r;d'où l'on aura Ee=z/x, Fe ou 
Rw = du=^d^; Se les triangles reftanglès fem-» 
blables e FE , ECH donneront CE ( a ) . C H 

(j)::Fe (<i<). FE=^. Et CE (a). EH 
(«)::Fe(A).E£(*)=^.OrparIeLemi 
me{Ari. i66.) RF — »»e = ^i&partantRM 
(RF— /»,, -I-™ — MË + Mli — MT)=Ah.- 

^ -t- ^ . Donc à caufe des triangles rcâanglej 
femblables m RM , MGT , l'on aura m R (</^ ) . 

kM('-à+ii-Hrf^):: MC(î).GT=r 

"""^^ y. Mais fi l'on met dans la différencs 
de l'équation donnée à la place de du & dx 
leurs valeurs i/^ &-i^ , l'on trouvera une valeur 

u 

de ^ en dx , laquelle étant fubftituée dan» 

^ , il viendra pour la foutangente cherchée GT 

une valeur entièrement connue 8c délivrée de< 
différences. Ce qui étoit propofé. 

O a 
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Si l'on fuppofe que la courbe BC G (F/g. i;;. 
Pi. 7. ) fe réunifié en un point O ; it eft vifible 
que la portion de courbe ME {y) Te change 
en un arc de cercle égal à. l'arc G L ( r ) , 
& que les rayons CE (a),GM(^)dela 
développée deviennent égaux entr'eux : de forte 
que G T , qui devient en ce cas û T , fe trou- 
vera =^ -H 1 -t- ^. 

E Z E M F X B. 

1 70. S o I T j/ = -^ i les différences donneront ày 

(Fig, 1 3 j. PI. 7.) = ^'^7"^Ù on prend (^rt. 8.) 
. — xdx au Iieude-+'X^<i parce quex&^-croiflant, 
X diminue ) ^r: ■ ~* ^ , en mettant pour «ix fa 

valeur^; & partant OT(j' H- j+j^) = > 



valeur ^. 

Remaki^ue. 

j7i.Sile point O tombe fur l'axe AB, (F/g. 
154. PI. 7-) Sx. que la courbe AEV foit un 
demi-cercle ; la courbe AMD fera une demi- 
roulette , formée par la révolution d'un denii- 
cercle BSN autour d'un arcigal ëGN d'un cec- 
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de décrit du centre O , & dont le point géné- 
rateur A tombera dehors , dedans , ou fur la 
circonfére«ce du demi-cercle mobile BSN, felon 
que la donnée a fera plus grande , moindre , ou 
^ale à OV. Pour le prouver, & déterminer 
en même temps le point B. 

Je fuppofe ce qui eft en queftion , fçavoir qqç 
la courbe AMD eft une demi- roulette , formée 
par la révolution du demi-cercle BSN , qui a/pour 
centre le point K centre du demi- cercle AEV , 
autour de l'arc BGN décrit du centre Ô j & con- 
cevant que ce demi-cercle BSN s'arrête dans la 
iîtuation BGN , telle que le point décrivant 
A tombe fur le point M , je mené paj: 
les centres des cercles générateurs la droite OK 
qui pafTe par conféquent par le point -touchant 
G ; & tirant K S E , j*obferve que les triangles 
OKE, OKM font égaux & femblablès, puif- 
que leurs trois côtés font égaux chacun à cha- 
cun. D'où il fuit 1°. Que les angles extrêmes 
MOK , EOK font égaux i & qii'ainfi les angles 
MOE , GOBlefooE aufTi : ce qui donne G B . 
ME:: OB. OE. 2°. Que les angles MKO . 
E K O font encore .égaux j & qu*ainfi les «rcs 
GN, BS, qui les mefurent , le font aufli : la 
même chofe fe doit dire de leurs complémens 
GB , SN , à deux droits ; puifqu'ils appartiennent 
à des cercles égaux. Or par la géniSration de 1% 
roulette, l'arc G 6 du cercle mobile eft égal à 
l'arc G B de l'immobile. J'aurai donc S N , 
ME::OB.OE.Cela pofé, 
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Je nomme les données OV,i;KVouKA, 
t i & l'inconnue K B , u. J'»i OB = i + c — u; 
& les fefleure femblables KEA.i^SN me 
donnent KE(f),KS(B)::AE(x).SN 
t=— . Et partant OB(i-4-<: — »). OE (^):: 

SN(f),EM(,):^,^,J^^=-^.D-oà 

je tire KB(b)=.^— ^. 11 eft donc évident 

que fi l'on prend KB = ^q;^,& qu'on décrive 
des centres K & O le demi-cercle BSN & l'arc 
BGN ; la courbe AMD fera une dcmi-roulette 
d'écrite par la révolution du demi- cercle BSN, 
autour de l'arc BGN , & dont }ç point décri- 
vant A tombe dehors , dedans , ou fur la cir- 
conférence de ce cercle , félon que K V ( r ) eft 
plus grand , moindre, ou égal à KB(-^^^*^), 

c'eft-à-dire , félon que a eft plus grand , moindre , 
OuégaUOV(t). 

Co&OLlAIKE. I. 

17^.1 L eft clair que EM (j/). AE (x) : ; 
KBxOE (»0-OBxKV (^iç+cc—uc). 
Or fl l'on fuppofe -que O B devienne infinie ; 
Jï droite O E le fera auffi , & deviendra paraU 
lele à O B, puifqu'elle ne la rencoiitrera jamais ; 
Jes arcs concentriques B G N , E M deviendront 
4Ç3 droites parallèles entr'elles , & perpendicu- 
llir» fur s > Ë : ^ alors la droite £ M fer» 
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à l'arc A E : : K B . K V . parce que les droites 
infinies OE , OB ne différant entr'elles que 
d'une grandeur finie , doivent être regardées 
comme égales. 

COROLIAIKE. IT. 

173- De ce que les angles MKO , EKO font 
égaux, il fuit que les triangles M KG, EKB 
feront égaux & femblables ; & qu'ainfî les droites 
M G , Ë B font égales entr'elles. D'où l'on voit 
(^Art. 45.) que pour mener d'un point donné 
M fur la roulette , la perpendiculaire M G , il 
n'y a qu'à décrire du centre O l'arc M £ , & 
du'cetitre M de l'intervalle E B un arc de cercle 
qui coupera la bafe BGN en lin point G , par 
où & par le point donné M l'on tirera la per- 
pendiculaire requife. 

COROXIAIRE III. 

174' U N point G étant donné fur la circon-* 
férence du demi-cercle mobile BGN j fi l'on 
veut t^^uver le point M de la roulette fur lequel 
tombe le point décrivant A , lorfque le point 
donné G touche la bafe , il ne faut que prendre 
l'arc S N égal à Tare BG, & ayant tiré le 
rayon KS qui rencontre en E la circonférence 
A E V , décrire du centre O l'arc E M. Car il 
eft évident que cet arc coupera la roulette au 
point cherché M. 



O4 
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PROPOSITION in. 

Problème. 
l75'î>oiT une demi-roulette AMD (^Fig. 135- 
156. Pl.'j.^ décrite par la révolution du demi-' 
(erçle BGI^ autour d'un arc égal B G N d!utf autre 
cercle , enforte que les parties révolues BG , BG 
foient toujours égales entr'elles * fait le point dé' 
frivanf M pris fUr le diamètre B N dehors , der- 
fiarfs , ou fur la circonférence mobile BGN. On de- 
p^ande le point M de la plus grande largeur de 
^ ^ demi-roulette par rapport à fon axç O A, 

Suppofatit que Iç point M foie celui qu'oii - 
ç}ierche,il eft clair {Art. 47.)quç la tangente 
çn M doit ê?''c parallèle à l'axe OAi& qu'ainfi la 
perpendiculaire MC à la roulette , doit-être auflCÎ 
perpendiculaire fur l'axe qu'elle rencontre au 
point P. Cela pofé , fi l'on mène O K par les 
centres des cercles générateurs , elle paffera par 
ie point touchant G ,• & fi l'on tire K L perpen- 
diculaire fur M G , on formera les angles égaux 
G KL. GOB; & partant l'arc IG qui eft le 
Rouble de la mefurc de l'angle GKL> , fera à l'arc 
O B mefure de l'angle GOB. comme le dia- 
pïétre BN eH au rayon O B. D'où il fuit que 
pou* déterminer fur le demi-cercle BGN le 
point G* où il touche l'arc qui lut fert de bafe 
forfque le point décrivant M tombe fur celui 
4e la plus grande largeur ; il faut couper le demi- 
çercle B GN en un pojnt G , enforte qu*ayant 
lire par le point donné M la corde 1 G , l'ara 

IQ m à Twc BG çft raifpR tenéç 4? BN i 
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O B. La queftion fe réduit donc à lin Problème 
de la géométrie commune qui fe peut toujours 
réfoudre géométriquement , lorfque la raîGan don-» 
née eft de nombre à. nombre ; mais avec le ffr. 
cours des lignes dont l'équation eft plus ou moins 
élevée , félon que la raifon eft plus ou mcûns 
compofée. 

Si l'on fuppofe que le rayon O B devienne 
infini , comme il arrive lorfque la bafe B G N 
devient une ligne droite ; il s'enfuit qiie l'arc \G 
fera infiniment petit par rapport à l'arc G B. D'où 
l'on voit que la fécante M I G devient alors la 
tangente M T * lorfque le point décrivant M 
tombe au dehors du cercle mobile ; & qu'il ne 
peut y avoir de point de plus grande laideur , 
îorfqu'il (tombe au dçdans- 

Lorfque le point M tombe fur h circon- 
f^rçnce en N , il ne faut que divifer la demi- 
circonférence BON en raifon donnée de BNà 
O B au point G- Car le point G ainlî trouvé , 
fera celui où le cercle mobile BGN touche la bafe, 
ïorfque le point décrivant topibe fur le poi;it 
cherché. 

L E M H E II, 

i/ê-En tout'triangleBAC,(^Fig. 1J7.P/.7.) 
dont les angles ABC, ACB, &CAD com- 
plément a deux droitt de l*angle obtus BAC ifont 
infiniment petits ; je dis que ces angles ont même 
rapport entr'eux que Us cotés AC, AB, BC, 
fiitfquels ils font oppo/es. 

Cet Ç\ l'ça çîrçQnfqrit un cerclç autour du 
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triangle BAC , les arcs AC, AB, BAC , qui 
mefurent les doubles de ces angles , feront in- 
finiment petits , & ne différeront ( Art. 3. ) point 
par conféquent de leurs cordes ou foutendantes. 
Si les côtés AC , AB . BC du triangle BAC , 
ne font pas infiniment petits , mais qu'ils ayent 
une grandeur finie : il s*enfuit que le cercle cir- 
confcrit doit être infiniment grand; puifque les 
arcs AC, AB, BAQ, qui ont une grandeur 
finie , doivent être infiniment petits par rapport 
à ce cercle , étant les mefures d'angles infini- 
ment petits. 

PROPOSITION IV. 
Problème. 

177- Les mêmes chofes étant pofées ; il faut 
déterminer fur chaque perpendiculaire M G , 
(^Fig. 1J5. 136. P/. 7.) le point Coà elle touche 
la développée de la roulette* 

Ayant imaginé une autre perpendiculaire mg 
infiniment proche de MG, & qui la coupe par 
conféquent au point cherché C , on tirera la 
droite G w ; & ayant pris fur la circonférence du 
cercle mobile le petit arc Gg égal à l'arc Gg de 
l'immobile, on mènera les droites Mg,Ig, Kg , 
Og. Celapofé.fi l'on regarde.les petits arcs Gg, 
Cg comme de petites droites perpendiculaires 
fur les rayons Kg , Og , il eft clair que le petit 
arc G^ du cercle mobile tombant fur l'arc Gg 
de l'immobile , le point décrivant M tombera fur 
ih , enforte que le uiaogle GM^ fe confondra 
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-avec le triangle Gmg. D'où l'on voit que l'angle 
I/LGm eft égal à l'angle gGg = GKg 4- GOg: i 
puifqu'ajoucant de part Si. d'autre les mêmes 
angles KGg « OGg , l'on en compofe deux droits. 
Or nommant les données OG^i; KG , a ^ 
CM ouGm , m i Gl ou I^, ni l'on uouve , Prc- 
mUrement OG. KG::GKg.GO«. EtOG 
(i).OG + GKou OK(i-t-<i)::GK«.GKg 

^GOg ou MGm = î^GKg.i<>.(/<r.i76.)Ig. 

MI : : GMg. Mgl. Et fe± MI ou MG {m), 
ïg. (n) : : GMg±MgIou GI^ou ^GK^. GMg 

pu Cmg := ~GKg. j\(_lhid) L'angle MCu» 



ou MGm _ G«« ( ^-*- ^GKg ) . Gi»g ( -^ 

GKg):: Gm («).GC= ^T—r- Et 

par conféquent le rayon cherché MC de la dé- 
veloppée fera =-"""" "^ =*"" 



- îbnt — bn 

Si l'on fuppofe que le rayon OG(i) du cercle 
immobile devienne infini , fa circonférence de- 
viendra une ligne droite ; & en effaçant les 
termes zamm , lam , parce qu'ils font nuls par 
rapport aux autres zhmm , zhm • — hn , l'on aura 

COROIIAIRE I. 

^^S'De ce que l'angle MG»ï— ^^GKg, 
U de ce ^ue les arcs de diffërens cercles font 
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enn'eux en raifon comporée des rayons & des 

angles qu'ils mefurcnt > il fuit que Gg . Mm : : KG x 

GVig. M G X —^GKg.Etparconféquentaufli 

que KG x Mw = —7 — MG x Gg^ ; ou ( ce qui 

eft la même chofe ) que KG x Mm . M G x G^;: 
OK ( (I H- fc }. OG ( A ). qui eft une raifon conf- 
tante- D'où l'on voit que la dimenfîon de la por- 
tion AM de la demi-roulette AMD, dépend 
de la fomme des MG x Gg dans l'arc G6 ; Se 
c'cft ce que M. Pa/cal a démontré à l'égard des 
roulettes qui ont pour bafes des lignes droites. 
M. Varignan eft tombé dans cette même pro- 
priété par une voie très-différente de celle-ci» 

.CoROLtAIRB II. 

i/g.J-iORSQUE le point déaivant M. ( F/g. 
I J5. PI. 7.) tombe hors de la circonférence du 
cercle mobile , il arrive néceffairement l'un des 
trois cas fuivans. Car menant la tangente MT , 
le point touchant G tombera 1 <>. Sur l'arc TB , 
comme l'on a fuppofé dans la figure en faifanc 



• aa/rt-t- 2bm — bn 

paffera toujours MG ( w )• 2°. Sur le point tou- 

chantTf&l'onaùra pour lors MG( — p — --^ 

=ffï,puifque IG ( n ) s'évanouit. 5". Sur l'arc 
T N , & alors la valeur de Gl ( « ) devenant néi- 
^ative de ppfitive qu'elle étoit , l'on aura MG 

: de forte que MC fera moindre 



»(W»-t-3M-t-M 
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que MG ( * ) , & toujours pofitif. D*oîï il eft 
évident que dans tous ces cas , la valeur du 
rayon MC de la développée eft toujours pofiâve. 

COROLLAIHE m. 

1 80. L ORSQUE le point décrivant M ( Fig. 1 3 6^ 
Pi. 7. ) tombe au dedans de la circonférence du 

cercle mobile, on a toujours MC* =— 



" 2ani-i-2iin — 6n 

& il peut arriver que In furpafie lam-*- ibm , 
& qu'ainfî la valeur du rayon MC de la déve- 
loppée foit négative : d*où l'on voit que lors- 
qu'elle ceffe d'être pofitive pour devenir néga- 
tive , comme il arrive (^Art. 81.) lorfque le 
point M devient un point d'inflexion , il faut 
néceflairement alors que hn z= zam -f- ^bm ; Si 

partant que MI x MG(wm — wot)^ . 

Or ii l'on nomme la donnée KM , c ; l'on aura 

par la propriété du cercle Ml >tMG( ) 

=BMxMN((Tiï — fc), ce qui donne l'inconnueMG 

(w) = K^t=ii^ Donc fi l'on décrit du point 

. donné M comme centre , & de l'intervalle MG 

=: ^-~v» un,cercle ; il coupera le cercle 

mobile en un point G , où il touchera le cercle 

immobile qui lui fert de bafe , lorfque le point 

décrivant M tombera fur le point d'infleîçion F. 

Si l'on mené MR perpendiculaire fur BN j il 

eft clïiir que cette MG ( V^îî^^=^) fera moindre 



ij.Coo.qlc 



ai* A tt Al t s t 

que MR ( V «a — « ) , & qu'elle lui doit être égale 
lorfque b devient infinie, c*cft-à-dire, lorl'que 
la baie de la roulette devient une ligne droite. 
Il eft à remarquer , qu'afin que le cercle dé-- 
crit du rayon MG coupe le cercle mobile , il 
fa ut que M G furpaffe MN , c'eft-à-dire, que 
y/ Mb — bce furpaffe a — c;& qu'ainli KM (c) fur- 

paffe -TTi- ^'oh. il cft manifefle qu'afin qu'il y 
ait un point d'inflexion dans la roulette AMD , 
il faut que KM foit moindre que KN , & plus 

grande que -—:• 

L B M H E. III. 

1 8 1 . Soient deux triangles ABb, CDd ( Fig. 1 3 8. 
PL 8- ) qui ayent chacun un àe leurs cotés Bb , 
Dd infiniment petit par rapport aux autres : je 
âis que le triangle ABb ejl au triangle CDd en 
raifon compofée de l'angle BAb à l'angle DCd , 6c 
du quarré du coié AB ou Ab au quarré du côté 
CD ou Cà. 

Car fi l'on détfrit des centres A, C, & des 
intervalles AB , CD , les arcs de cercle BE , DF ; 
il eft clair {Art. 2.) que les triangles ABb , 
CD<^ ne diifëreront point des feâeursde cercles 
ABE,CDF. Donc, &c. 

Si les côtés AB , CD font égaux , les triangles 
AB( , CD^ feront entr'eux comme leurs angles 
BAft, DC^, 



i.Mh,Googlc 



DES Infiniment PfiTiT S. aa^ 
PROPOSITION V. 

Problème. 

i8î. Les mêmes cbofes étant toujours ' poféa i 
on demande la quadrature de l'efpace MGBA , 
(Ffg. 1 3 5 . P/. 7-) renfermé par les perpendiculaires 
MG ,'Q\a la roulette , par l'arc GB j Ù par la 
portion AM de la demi-roulette AMD , enfuppo- 
fint la quadrature du cercle. 

L'angle GMg( ~ GKg)eftà Tangle MGw 

( — r— GKg)aComme(^rt. i8i.)le petit trian- 
gle MGg- qui a pour bafe l'arc Gg du cercle mo- 
bile , au petit triangle ou feâeur GMm ; & pat- 

tantle feôeur GMm = ^MGg x ^*=îl±i* 

xMG^+^^^^-7 — -^ X MGg en nommant MT, p , 

& mettant pour m fa valeur p-f-w. Or (Art. 1 8 1 .) 
le petit triangle ou feftçur KGg cft au petit 
triangle MGg- en raifon compofée du quarré de 
KG au quarré de MG , & de l'angle GKg à 
l'angle GMg; c*eft-à-dire :: aa x GKg. mmx 

— GKg. & partant le petit triangle MGg 

= KGg. Mettant donc cette valeur à la 

place du triangle MGg dans '"''^"^ MGg, l'on 
aura le fefleut GM»» =z "-^'* MGg + 
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'J±!l^KQg. Mais à caufe du cercle , GM * 

Ml ( pi»; = BM xMN(cc — (fa) qui eft untf 
quantité conftante , & qui demeure toujours 
la même en quelqu'endrdit que fe trouve le point 
décrivant M ,• & par conféquent GMtn-t-ÎAGg 
ou mGg , c'eft-à-dire * le petit efpace de la rou- ' 

lene GMmg = '-^^ MGg + '-'21'""' 
KGg. Donc puifque GMwg eft la diiFérence dé 
l'efpace de la roulette MGBA , & MGg , celle de 
l'efpace circulaire MGB , reofermé par les droites 
MG , MB , & par l'arcGB , & que de plus le pe' 
fit feûeur KGg eft la différence du feûeur KGB ; ' 
il s'enfuie {Art. ^6.) que l'efpace de la roulette 

MGBA = °-^4:i-*MGB + '"^'''"~'"' KGB. 

Ce qu'il fàlloit trouver. 

Lorfque le point décrivant M (Fig. 139- PL 8- ) 
tombe hors la circonférence BGN du cercle moi^ 
bile , & que le point touchant G tombe fur l'arc 
NTi il eft vifible {Art. 180.) que les perpen- 
diculaires MG , hîg s'entrecoupent en un point 
C , & qu'on a pour lors m = p — ». D'où il 

fuitquelepetitfeaeurGM»î=— ^^^^ MGg 
.4- îf^^ M Gg = _ îf^* MGg ^ 
— ^^-7 — - KGg , en mettant comme auparavant 

pour le petit triangle MGg fa ValfiUf — KG g ; 

£6 
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& partaflt que GMm — MGgoumGg , c'efti 

à-dire MCm-GCg = — îi=^MGg-H 

^^ — " '"' K G g , en mettant pour pw fa va- 
leur et — aO' Orfuppofant queTHfoit la polî^ 
tion de la tangente T M du cercle mobile * lorf« 
que fon point T touche la bafe au point T ; il 
eft clair que MCm — GC5=MGTH — »gTH, 
c'eft-à-dire, la différence de Tefpace MGTH, & 
que MGg eft celle de MGT , de même que KG^ 
celle de KGT. Donc ( Wrt. 9< . ) l'efpac e MGTH 
- — îlZlifMGT + ^^tiïipLl» KGT. 

i aab 

JMais , comme Ton vient de prouver , l'efpaca 
HTBA = ""^^^ MTB+ ^"^^^^"~'"^ KTB. 
Et partant on aura toujours & dans totis lés çàâ 
l'efpace MGBA (MGTH+HTBA) = ''-—^ 

MXB — MGTouMGBh- '"^'"""""' k'g'1* 
-t- K T B ou K G B. 

Donc l'efpace entier D N B A ( F/g. 155.?/.^.) 
renfermé par les deux perpendiculaires à la roulet- 
te DN , B A , par l'arc de cercle BGN, & par la de 

œi-roulette AMD, eft = "t ^' 



b aab 

X K N G B i puifque le fefteur K G B & l'efpacd 
circulaire MGB deviennent chacun le demi- 
cercle K N G B , lorfque le point touchant Q 
tombe au point N, 



» 
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liOrfque le point décrivant M ( Pig. 1 5 6, 
Tl. y.^ tombe au dedans du cercle mobile , il 
faut mettre aa — ce à la place de ce- — aa dans 
les formules précédentes ; parce qu'alors B M • 
xMN = û(i — ce. 

Si l'on fait c-=.a , l'on aura la quadrature 
des roulettes qui ont leur point décrivant fur 
la circonférence du cercle mobile j & fi l'on 
fuppofe h infinie , Ton aura la quadrature de 
celles qui ont pour bafes les lignes droites. 

Autre aoLuxion. 

J85. On décrit du rayon OD {Fig. 140. P/. 7.) - 
Tare DV, & des diamètres AV , EN les demi- 
cerclcs AEV , BSN i & ayant décrit à difcré- 
tion du centre O l'arc EM renfermé entre le 
demi-cercle AEV & la demi-roulette AMD , 
l'on mené l'appliquée EP. Il s'agit de trouver 
là quadrature de l'efpace AEM compris entre 
les arcs AE, EM , Ôcla portion A M de la 
demi-roulette AMD. 

Pour cela , foit un autre arc em concentrique 
Se infiniment proche de £ M , une autre appli- 
quée ep , une autre Oc qui rencontre l'arc Jl E 
prolongé ( s'il eft néceflaire ) au point F. Soient 
nommées les variables OE , ^ \ VP, u i l'arc AE, j 
X ; & comme auparavant les confiantes O B , ^ ; 1 
KBdu KN,aiKVou KA, c: l'on aura FgJ 
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pAtUnt le reâangle fait de l'arc EM par la petite: 
droite Fe , c'eft-à-dire ( Art. 2. ) le petit éfpacEi 

EM.me = ^^. Or à caufe du triangle rédlan- 

^le OPE; zx = aa-¥- tah -^-hb — 2ac — zhë , 
-+-CC+ îaa-t- zhu , dont U différence donne ^d^ 
= aàu H- hdu. Mettant donc cette valeur à la 

bc 

h abxiu 



Maintenant fi l'on décrit la démi-toùlette 
- A H T par la révolution du demi-cercle A E V 
fiir^a droite VT perpendiculaire à VA, & qu'on 
prolonge les appliquées PE , pe jufqu'à ce qu'elles 
la rencontrent aux points H , A : il eft clair ( Art, 
1/2. ) que E H X Pp ) c*efl à-dire , le petit efpa:cc 

UHhe =xrfa;&qu'ainfi EMot^ C^'"^ "7"*^ ^ " ) . 

EHfe ( xdu ) : : aa -t- a& . ic . qui eft une raifon 
conftante. Or puifque cela arrive toujours en quel- 
qu'endroit que fe trouve l'arc EM , il s'enfuit que 
la fomme de tous les petits efpaces EMme , c'eft- 
à-dire i'efpace AEM , eft à la fomme de tous les 
petits efpaces EHke , c'eft-àdire , à I'efpace AEH 
naa-i-ab-bc. Mais l'ona (/4rî.99.}Iaquadrature 
de I'efpace AEH dépendamment de celle du cercl i; 
& partant aufîî celle de I'efpace cherché AEM. 

■ Ceci fe peut auflî démontrer fans aucun cal- 

cul , comme j'ai fait voir dans les Aftes ^9 

i Leypfîc au mois d'Août de l'année 1695. 
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On peut encore trouver la quadrature de l'ef- 
pace AEH fans avoir recours à l'art. 99. Car fi 
-l'on achevé les reôangles PQ, ♦ pq , l'on aura 
Qq ou HR.Pp ou RA::EP.PAou HQ. 
puifque "( ■^ï''- ''8.) la tangente en H eft pa- 
rallèle à la corde AE ; & partant HÇlxQ<^ 
ir: EP X Pf , c'eft-à-dire , que les petits efpa- 
ces HQjjA , EPpe font toujours égaux entr'eux. 
D'oà il fuit que l'efpace AHQ. renfermée pat les 
perpendiculaires AQ., Q.H, & par la portion 
AH de la demi-roulette AHT , eft égal à 
Tefpace APE renfermé par les perpendiculaires 
AP, PË, Ôc par l'arc AE. L'efpace A^H 
fera donc égal au rcftangle PQ moins le double 
de Tefpace circulaire APE j c'eft-à[ dite , au rectan- 
gle fait de FE par KA plus ou moins le reûangle 
iait de K P par l'arc A E , félon que le point P 
jombe au deflbus ou au deflus du centre. 
EiC par conféquent l'efpace cherché A E M 

— et:±jt rbTK aTkp xak 

bc 

CoROtlAIRE I. 

1 84. L o R S Q u E le point P tombe en K , le 
reâangle K P x A E s'évanouit , & le reftangle 
ï E X K A devient égal au quatre de K A : d'où 

l'on voit que l'efpace A EM eft alors = "" ' 

& pat conféquent il eft quarrable abfolument & 
indépendamment de la quadrature du cercle. 
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COKOLLAIBE. II. 

185. Si Ton ajoute à l'cfpace A.EM le fefteur. 
A K E , refpace A K E M renfermé par les ra- 
yons AK , K E , par l'arc E M , & par la por- . 
tion A M de la demi-rouletie AMD, fe trouve 
( lorfque le point P tombe au deffus du centre K ) 

itc -¥- Saac -i- 2aèc — 2aau -r- 2aÈU .-p aa-i- aSi 
■""■ xïc '" '' *c 

P E X K A ; & partant fi l'on prend V P { h ) ' 
^^ " ■ " -■■ ;— -'^ ( ce qui rend nulle la valeur de 

icc -+• Zaac + zaic — r laau — 2a6u . -i-i ^ 1. 

• — i— ; A E ) , Ion aura 

l'efpaccAKEM = *-^:^ PExKA. D'oïl 

l'on voit que fa quadrature eft encore indépen- 
dante de celle du cercle. 

Il eft vifible qu'entre tous les efpaces AEM Se 
AKEM , il ne peut y avoir que les deux que l'on 
vient de marquer, dont la quadrature foiiabfolue.' 
Avertissement. 

Tout ce que l'on vient de démontrer a l'égard- 
des roulettes extérieures fe doit auffî entendre des 
intérieures, c'ejl'à-dire , de celles dont le cercle 
mobile roule au dedans de l' immobile s en obfer'- 
vant que les rayons KB (a) , KV (c) deviennent 
négatifs de pofttifs Qu'ils étaient. C'ejl pourquoi il 
faudra charrger dans les formules précédentes , les 
Jignes des termes où z & c fe rencontrent avec . 
une dimenfion impaire, 

P3 
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Remarque. 

186. Il y a certaines courbes qui paroîflent 
avoir un point d'inflexion , & qui cependant 
n'en ont point j ce que je crois à propos d*ex- 
pîiquer par un exemple , car cela pourroir faire 
quelque difficulté. 

'. Soit la courbe géométrique N D N ( Fig. 141. 
PL 7- ) f dont la nature eft exprimée par l'équa- 
tion ^ = -^^^^ ( AP = x , PN = O - dans 

V2XX' — aa 

laquelle il el^l clair i". Q.ue x étant égale à a } PN 
Ck ) s'évanouit. 2°. Que x furpaffant a , la valeur 
àe \ eft poiîtive i & qu'au contraire lorfqu'if eft 
|ïioindre , elle eft négative. ^°. Que lorfque x 
= X/i^'^ y h valeur de P N eft infinie. D'où l'on 
voit que la courbe NDN paflç de part & d'autre 
^e fon aze en le coupant en un point D tel que 
A p = « ; & qu'elle a pour afymptote la perpen- 
^ïciil^ire 3 G menée p^r le point B tel que A B 

5i Ton décrit à préfent une autre courbe EDF , 
pnfiM-te qu'ayant mené à difcrétion la perpendi- 
culaire M P N, le reftangle fait de l'appliquée PM 
p^r la conftante AD, foit toujours égal à l'efpace 
çofrefpondànt DPN ; il eft vilible qu'en nommant] 
p^jj/jÔç prenant les différences, l'on aura Ap x 

ïlw(^^j') = NPp» ouNPxPpC^!^S^^)i 

'■' V *** — **« 

^ partant Rw ( </^ ) . Pp ou R M ( ^x ) : : P N ^ 
(^ g. p'ph il fuit que % çoyrbç E ï? F touclîe r^i 
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(ymptote BG prolongée de l'autre côté dp B en 
un point E, & l'axe A P au point D j & qu'alnQ 
eiie doit avoir un point d'inflexion en D. Cepen- 
dant on trouve ( Art. 78. ) pour la valeur 

du rayon de fa développée , laquelle eft toujours 
n'gative, & devient égaleà — ~a lorfque le point 
M tombe en D : d'où Ton doit conclure ( Art. 8 1 .) 
que la courbe qui pafle par tous les points M eft 
toujours convexe vers l'axe A P , & qu'elle n'a pas 
de point d'inflexion en D Comment donc accor- 
der tout cela ? En voici le dénouement, 
r Si l'on prend PM du même côté que PK , 
on 'formera une autre courbe GDH qui fem 
toute pareille à EDF , fie qui en doit faire par- 
tie ; puifque fa génération eft la même. Cela 
étant ainO , l'on doit penfer que les parties qui 
compofent la courbe entière ne font pas EDF , 
.GDH comme l'on s'étoit imaginé , mais bien 
EDH , GDF qui fe touchent au point D ; car 
tout s'accorde parfaitement dans cette dernière 
fuppofition. Ceci fe confirme encore par cet 
exemple. 

Soit la courbe DMGCP'S- '4*- ''^•7')» 1"i 
ait pour équation^* = x* -+- aaxx — t''(AP=x, 
P M =/ ). Il fuit de cette équation que la cour- 
be entière a deux parties E D H , G D F oppofées 
l'une à l'autre comme l'hyperbole ordinaire , 
enforte que leur diftance D D ou zA D ==; 

"1/- 2(I«-t-2|/tf't-H4i-., 

P4 
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Si l'on fuppofe que l s'évanouiffe , la diC- 
tance DD ( Fig. 143. PA 7- ) s'évanouira auffi ; 
& partant les deux parties É D H , G D F le tou- 
cheront au point D : de forte qu'on pourroic 
Seniçt à préfent que cette courbe a un point 
'inflexion ou de rebrouflement en D , félon 
qu'on imagineroit que fes parties feroient EDF , 
GDH ou EDG, HOF. Mais l'on fe détrom- 
peroit aiférnent , en cherchant le rayon de la 
développée ; car l'on trouveroit qu'il feroit tou- 
jours pofîtif, & qu'il deviendroit égal à 5fl dans 
\ç point D. 

On peut remarquer en paffant , {Frg, 141* 
P/. 7. ) que la quadrature de l'efpace DPN dé- 
pend de celle de l'hyperbole : ou ( ce qui re- 
vient au même ) de la reftification de la pa- 
rabole ; & que la portion de courbe DMF fa- 
psfait au Problême propofé par M. Bemouili 
(lans le Tome fécond des Supplémens des Aâes 
^ç Lejpfic , page 2 j I , ( Cmfulte\ la Note 5 4=. ) 
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SECTION X. 

Nouvelle manière de fe fervir au calcul des digé- 
renees dam lei courbes géométriques , d'oà l'an 
déduit la Méthode de M"- Defcartes 6c Hudde. 

DÉFINITION. 

S Oit une ligne courbe ADB ( F/g. 144. 
145. 146. PL 8. ) telle que les parallèles 
KMN à fon diamètre AB la rencontrent en 
deux points M , Ni & foit entendue la partie 
interceptée M N ou P Q. devenir infiniment pe- 
tite. Elle fera nommée alors la Di^renee de la 
coupée AP, ou KM. 

C0R0X1.AIRB I. 
187. Lorsque la partie MN ou PQ, de- 
vient infiniment petite ; il eft clair que les cou- 
pées AP , AQ,dè^ennent égales chacune à AE » 
& que les points M , N fe réunifient en un 
point D : enforte que l'appliquée E D eft la 
plus grande ou la moindre de toutes Tes fem- 
blables PM, NQ. 

CoROI,LAIBB II. 

j88. Il eft clair qu'entre toutes les coupées 
AP , il n'y a que AE qui ait une différence ; 
parce qu'il n'y a qu'en ce cas où P Q de- 
vienne infiniment petite. 
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CoKOLLAIKE III. 

189. Si l'on nomme les indéterminées AP ou 
K M , X ,* P M ou A K , y\ il eft évident que 
AK (j/) demeurant la même , il doit y avoir 
deux valeurs différentes de x , fçavoir KM , 
KN ou AP^, AQ,. C'eft pourquoi il faut que 
l'équation qui exprime la nature de la courbe 
A D B (bit délivrée d'incommenfurables , a6n 
que la même inconnue x qui en marque les 
racines ( car on regarde j/ comme connue ) puiffe 
avoir différentes. valeurs. Ce qu'il faut obfervec 
dans la fuite. . * 

PROPOSITION I. 

Problème. 

190. J_jA nature de la courbe géométrique AD3 
étant donnée ,• déterminer la plus grande ou la 
moindre de fes appliquées E D. 

Si l'on prend la différence de l'équation qui 
exprime la nature de la courbe * en traitant y 
comme confiante , & x comme variable ; il eft 
clair (^rf. 188.) qu'on 'formera une nouvelle 
' équation qui aura pour une de fes racines x , 
une valeur AE , telle que l'appliquée ED fera 
la plus grande ou la moindre de toutes -fes 
femblables. 

Soit, pat exemple, x' -*- y r^ axy , doat la 
différence, en traitant x comme variable, 8c jf 
comme confiante, donne ^xxdx=aydxi & par- 
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tant ^ =^^. Si l'on fubftitue cette valeur à la 

place de y dans l'équation à la courbe x' h- y* 
= axy î l'on aura pour x une valeur A E 

= jàyz , telle que l'appliquée E D fera la plus 
grande de toutes fesfemblables , de même qu'on 
Ta déjà trouvé art. 48. 

Il eft évident que l'on détermine de même 
non-feulement les points D , lorfque les appli- 
quées ED font perpendiculaires ou tangentes de 
Ja courbe ADB ; mais auffi lorfqu'ellês font 
obliques fur la courbe , c'eft-à-dire, lorfque les 
■points Dfont des points de rebroufiement de la 
première ou féconde forte. D'où l'on voit que 
cette nouvelle manière de confidérer les diffé- 
rences dans les courbes géométriques eft plus 
fimple & moins embarraflànte en quelques ren- 
contres, que la {Se5l. 3. ) première. 

Remarque- 
191- w N peut remarquer dans les courbes re- 
brouffantes , que les PM {Fig. 146. VI. 8. ) pa- 
rallèles à A K i les rencontrent en deux points 
M , O , de même que les KM parallèles AP , 
font «n M , N : de forte que AP (x) demeu- 
rant la mêtïïc 5 j a deux âiffërentes valeurs PM, 
P O. C'eft pourquoi l'on peut traiter x comme 
confiante j & y comme variable , en prenant la 
différence de l'équation qui exprime la nature 
de cette courbe. D'où l'on voit que fi l'on traite 
xSçy comme variables, en prenant cette difFé- 
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rence > il faudra que tous les termes qui mul- 
tiplient dx d'uns part , & tous ceux qui mul- 
pHent dy d'une autre part , foîent égaux à zéro. 
ASais il faut bien prendre garde que dx Se dy 
marquent ici les difFérences de deux appliquées 
qui partent d'un même point , & non pas ( com- 
me ci -devant Seft. 3. ) la différence de deux 
appliquées infiniment proches. 

CoROtlAIRE. 

ipi. S I après avoir ordonné l'équation qui ex- . 
prime la nature de la courbe dans laquelle ^1 - 
n'y a que l'inconnue x de variable , Ton en 
prend la différence ; il eft clair 1°. Qu'on ne, 
fait autre chofe que de miJtiplier chaque terme 
par l'expofant de la puiffance de x , & par la 
différence dx , & le divïfer enfuite par x. %°, Que 
cette divilion par x , auffi-bien que la multi- 
plication par dx 5 peut être négligée , parce 
qu'elle eft la même dans tous les termes. 3''. Que 
les expofans des puiffances de x font une pro- 
greffion arithmétique , dont le premier terme 
eft l'expofant de fa plus grande puiffance , Se 
le dernier eft zéro , car on fuppofe qu'on aie 
marqué pat une étoile les termes qui peuvent 
manquer dans l'équation. 

Soit , par exemple , x' * — ayx-^y^ =0. Si 
l'on multiplie chaque terme par ceux de la 
progreffion arithmétique 3,2, i , o i l'on for- 
mera l'équation nouvelle jx' — (yx =0'. 
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x' * — ayx -t-y ^ 0. 

5x' * — ayx * =0. 
D*où l'on tire y = -^ , de même que l'on au- 
rait trouvé en prenant la différence à la manière 
accoutumée. 

Cela fupporè, je dis qu'au lieu de la çto- 
greffion arithmétique 3 , 2 , i » o , l'on peut fe 
iervir de telle autre progreffion arithmétique 
qu'on voudra : mH- jj»i+2,m-+- ijW+o, ou »> 
( l'on délïgne par m un nombre quelconque en- 
' tier ou rompu , pofitif ou négatif ). Car mul- 
tipliant x' * — ayx -i-y^ = par V° , l'on aura 
x""*"** , &c. = , dont les termes doivent être 
être multipliés par ceux de la progreffion tw+j , 
»î-t-2 , »ï-t- I , »ï. chacun par Ion correfpondant 
pour en avoir la différence. 

^ + T» w-t-2 m + I > m. 

Wî-t-jx""''' * — m-^- I ii^x'"^'+»7yx"= o. 

Ce qui donnera m -t- jx""*"' — m-^ i (y/x""*"' 
-*- »y ^x" = i & en dtvifant par x" , il viendra 
m-t-^x — TO-+- ityx -I- ffy^ = , comme l'on au- 
roit trouvé d'abord en multipliant Amplement 
l'égalité propofée par la progreffion 7« -t- 3 , 

ÏM -t- 2 , 7M -f I , »ï. 

Si m = — 3 , la progreffion fera 0, — 1 1 — 2, 

— ? ; Se l'équation fera zayx — jj/' =3: 0. Si »?=) 

— I , la progreffion fera 2 , 1,^,0 , — 1 î Ce l'é- 
quation 2x' — ;»' = (ï, 
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On peut changer de lignes tous les termes dé 
la progreflion, c*eft-à-dire, qu'au lieu de o, — r, 
^-2» — 3»& 2, 1,0,— I, l'on peut prendre 
0, i»2» J,&— 2, — i,o,ii parce qu'on 
ne fait par là que changer de lignes tous les ter- 
mes de la nouvelle équation qui doit être égalée 
^ zéro. Et en eiFet , au lieu de aayx — 3>' := o , 
ax' — ji* = , l'on aurott — layx -^■^y^ ■=. o , 
— 2x' H-^* = ; ce qui eft la même chofe. 

Or il eft vifible que ce que l'on vient de dé- 
montrer à l'égard de cet exemple , s'appliquera de 
même manière à tous les autres. D'où il fuit que iî 
après avoir ordonné une équation qui doit avoir, 
deux racines égales entr'elles , l'on en multiplie Tes 
termes par ceux d'une progreflion arithmétique 
arbitraire , l'on formera une nouvelle équation 
qui renfermera entre fes racines une des deux éga- 
les de la première. Par la même raifon , fi cette 
nouvelle équation doit avoir encore deux racines 
égales , & qu'on la multiplie par une progreflion 
arithmétique , l'on en formera une troilieme qui 
aura entre fes racines une des deux égales de la fe^ 
conde i & ainfî de fuite. De forte que fi l'on mul- 
tiplie une équation qui doit avoir trois racines 
égales , par le produit de deux progreflîons arith- 
métiques , l'on en formera une nouvelle qui aura 
entre fes racines une des trois égales de la premiè- 
re i & de même fi l'équation doit avoir quatre 
racines égales , il la faudra multiplier par le pro- 
duit de trois progreflîons arithmétiques; fi cinq^ , 
par le produit de quatre > &c. 
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C*eft là précifément en quoi confifte la Métho- 
de de M. Hudde. 

PROPOSITION II. 

Problème. 

19^. U' w point donné T (Fig. 147. P/- B.)far 
le diamètre k'R^ouàu point donné H fur A H pa~ 
rallele aux appliquées ; mener la tangente T H M, 
Ayant mené par le point touchant M l'appli- 
quée MP, & nommé AT, fi AH, f i donc 
Tune ou l'autre eft donnée ; 6c les inconnues A P , 
;c ; P M , ^ : les triangles femblables TAH . TPM 

donneront y = — "^ '" , x = ^^ -' ; & mettant 

ces valeurs à la place de jfoudex dans l'équation 
donnée , qui exprime la nature de la courbe 
AMD, l'on en formera une nouvelle dans la- 
quelle j/ ou X ne fe rencontrera plus. 

Si l'on mené à préfent une ligne droite T D qui 
coiupe la droite A H en G , & la courbe AMD en 
deux points N , D , defquels l'on abbaifle les ap- 
pliquées NQ., DB; il eft évident que/ expri- 
mant A G dans l'équation précédente , x ou y 
aura deux valeurs AQ,AB, ouNQ., DB, 
lefquelles deviennent égales entr'elles', fçavoit à 
la cherchée A P ou P M lorfque t exprime AH, 
c'eft-à-dirc , lorfque la fécante TDlQ devient la 
tangente TM. D'où il fuit que cette équation 
doit avoir deux racines égales. G'eft pourquoi on 
la multipliera par une progreflion arithmétique 
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arbitraire î ce que Ton réitérera, s'il eft nécdHaire, 
en multipliant de nouveau cette même équation 
par une autre progreffion arithmétique quelcon- 
que , afin que par la cûmparaifon des équations 
qui en réfultent , l'on en puiffe trouver une qui 
ne renferme que l'inconnue X ou ^ , avec la don- 
née s ou t. L'exemple qui fuit édaircira fuflifam- 
ment cette Méthode, 

Exemple. 

1 94.S oir ax z=j>j> réquation qui exprime la na- 
ture de la courbe AMD. Si l'on met à la place 

de X fa valeur ^-^ — — , Ton aura tyjf , &c. jjui 

doit avoir deux racines égales. 

tj/y — asy -f-ar/ =0, 
I , 0,— I. 



W — ast-=o. 

C'eft pourquoi multipliant par ordre ces termes 
par ceux de la progrelTion arithmétique 1,0, 
— I , l'on trouvera as zziyy = ax ; & partant A P 
( X )= f- D'où l'on voit qu'en prenant AP = AT; 
& menant l'appliquée PM , la ligne TM fera tan- 
gente en M. Mais fi au lieu de AT (j), c'eft AH 
( / ) qui eft donnée , l'on multipliera la même 
équation tyy , &c. par cette autre progreffion, o , 
1 , 2 , & l'on aura la cherchée P M (j/ ) = 2*. 

On auroit trouvé la même conflruàion en met- 
tant pour^ fa valeur ^- — dans ax=yy' Car il 

Tient ttxic , &c. dont les termes multipliés paï 

.1 » =» ^ 
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1,0, — I , donnent xx = ss i Ôc pat confé» 
quent A P ( x ) = f . 

C0BOLIAIRE4 

1 95 ■ S I ï'on vejat à préfent que le point touchant 
M foit donné , & qu'il faille trouver le point T 
ou H , dans lequel la tangente MT rencontre le 
diamètre A B ou la parallèle AH aux appliquées^ 
il n'y a ^u'à regarder dans la dernière équation , 
qui exprime la valeur de l'inconnue x ou ^ par 
rapport à la donnée j ou f , cette dernière comme 
l'inconnue , & x ou ^ comme connue. 

PROPOSITION IIL 

Problème. 

196. Lj A nature de la couifie géométrique hVti 
( Fig". 148. VI. 8. ) étant donnée ; déterminer fon 
point d'inflexion F. ' 

Ayant mené par le point cherché F , l'appliquée 
FE avec la tangente F L , par le point A ( origine 
desx) la parallèle A K aux appliquées , & nommé 
les inconnues LAjj;AK.,fi AE,x;ÈF, 
^ : les triangles femblables LAK, LEF don- 
neront encore v == liii? , & x = ' ^ "" - - j de 

forte que mettant ces valeurs à la place de^ oux 
dans l'équation à la courbe , l*on en formera une 
nouvelle dans laquelle ^ ou ~x ne fe rencontrera 
plus , de même que dans la propofîtion précé- 
dente, 

a 



n,g,t,7rJM,GOOglC 



142 Analyse 

- Si l'on mené à préfent une ligne droite TD qui 
coupe la droite A K en H, qui touche la courbe 
A FD en M , & la coupe en D , d'où l'on abaifie 
les appliquées M P , D B : il eft évident i ". Que 
s exprimant AT; & r, AH; l'équation que 
l'on vient de trouver , doit avoir deux racines 
égales j fçavoir ( Art. 193.) chacune à A P ou à 
P M félon qu'on a fait évaqouir j/ ou x , & une 
autre AB, ou BD. 2". Que s exprimant AL; 
& ; , A K ; le point touchant M îe réunit avec 
ïe point d'interfeftion D dans le point cherché F : 
puifque ( Art. 6j. ) la tangente LF doit toucher 
& couper la courbe dans le point d'inflexion f ; 
& qu'ainfi les valeurs AP,AB de*, ou FM, 
BD de ^ deviennent égales entr'elles, fçavoir , 
l'une & l'autre à la cherchée AE ou EF. D'o^ 
il fuit que cette équation . doit avoir trois raci- 
ne égales, C'eft pourquoi on la multipliera par 
le produit de deux progreflions arithmétiques ar«** 
bitraires i ce que l'on réitérera , s'il eft néceflaire , 
en la multipliant de même par un autre produit 
de deux pfogrelTions arithmétiques quelconques , 
afin que par la comparaifon des équations qui 
en rélultent , l'on puiffe faire évanouir les incon- 
nues! Si. u 

£ X B m F L E. 

J '^y * O OIT ayy^xyy-^aax l'équation qui ex- 
prime la nature de la courbe A FD. Si l'on met à 
k place de x fa valeur ^^ — "j on formera l'équa- 
tion !>' rr^.rOa' -r ^^W » &c- 
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— at 

o , — I , — 2. 



3' 



qui étant multipliée pat j , o , — 1,0, produit 
des deux progreflîons arithmétiques 1,0,' — ■ i , 
— 2,6c5,2, 1,0, donne yy = y^a i & mettant 
cette valeur dans l'équation à la courbe , Ton 
trouve l'inconnue A'S. (^x) =:^a.Ct qui revient 
à l'art. 68. 

AuTRB «OIÛTIOH. 

198. On peut encore réfoudre ce Problême ea 
remarquantquedu même point L ou K [Fig. 149. 
150. Pi. 8. ) on ne peut mener qu'une feule 
tangente LF ou KF i parce qu'elle touche en 
dehors la partie concave AF, & en dedans U 
convexe FD ; au lieu que de tout autre point T 
ou H , pris fur AL ou AK entre A & L ou A âc 
K , l'on peut mener deux tangentes TM , TD ou 
HM , HD , l'une de la partie concave , & l'autre 
de la convexe : de forte qu'on peut confidérer le 
point d'inflexion F comme la réunion des deux 
points touchans M & D. Si donc l'on fuppofe 
que AT (j) ou AH («) foit donnée , & qu'on 
cherche ( Art. 1 94. ) la valeur de x o\ày par rap- 
port à j ou f ; l'on aura une équation qui aura 
deux racines A F , A B , ou P M , B D qui de- 
viennent égales chacune à la cherchée AE ou EF , 

a» 
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lorfque t exprime AL & « , A K. C'eft pourquo! 
l'on multipliera cette équation par une progret 
fion arithaiétique arbitraire , &c. 

Exemple. 
199. Soit comme ci-delTus, ayy=x)'j/ + aax • 
l'on aura encore jy — styy — atyjf-haasj/ — aast 
= s qui étant multipliée par la progreffion arith- 
métique I j 5 — ï , - î , donne _;'' * — aaj/ 
— ?flflf = (i, dans laquelle j ne fc rencontre plus, 
& qui a deux racines inégales , fçavoir PM , 6D, 
lorfque t exprime A H , & deux égales chacune à 
la cherchée E F lorfque t exprime AK. Ccft pour- 
quoi multipliant de nouveau cette dernière équa- 
tion par la progreflion arithmétique ^ > 2 , i , o , 
l'on a ura j^ — aa = o i & partant EF (^ ^ 
z=y^^aa. Ce qu'il falloit trouver, 

PROPOSITION IV. ! 

Problème. 
300. JN^ENER d'un point donné C ( F/g. 151- 
P/. 8. ) hors une ligne courbe AMD une perpendi- 
culaire CM a cette courhe. 

Ayant mené les perpendiculaires M P , C K fur 
le diamètre A B , & décrit du centre C de l'in- 
tervalle CM un cercle ; il eft clair qu'il touchera 
la courbe A MD au point M. Nommant enfuite 
les inconnues A P , x j P M , ;/ ; CM , r ; 5c les 
connues A K , f i K C t: l'on aura P K ou CE 
= j — X , M E =j/ -i-t ; Si.'k caufe du triangle 
reâangle MEC , ^ = — * + |/rr-Ji+iw*— x* , 
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x = s — \/rr — K — ïty — yy : de fortc quc met- 
tant ces valeurs à la place dej/ ou x dans l'équa- 
tion à la courbe, l'on en formera une nouvelle 
dans laquelle _»/ ou x ne fe rencontrera plus. 

Si l'on décrit à préfent du même centre G un 
autre cercle qui coupe la courbe en deux points 
N , D , d'où l'on abaiffe les perpendiculaires NQ, 
DB i il eft évident que r exprimant le rayon CN , 
ou CD dans l'équation précédente, xou^-aura 
deux valeurs AQ , AB ou NQ , DB qui devien- 
nent égaies entr'elles , fçavoir à la cherchée AP 
ou PM , lorfque r exprime le rayon CM. D'oîi il 
fuit que cette équation doit avoir deux racines 
égales. C'eft pourquoi on la multipliera , &c. 

E X E H p L B. 

aoi-SoiT dx == ^yj/ l'équation qui exprime la 
nature de la courbe ÂM D^ dans laquelle m ettant, 
pour X fa valeur s -~ -\/rr — n — aty — y y , l'on 
aura as — yy = a \/rr — « — aty — yy- de forte 
qu'en quarrant chaque membre, & ordonnant en- 
fuite 1 équation , l'on trouvera j/*, &c. qui doit 
avoir deux racines égales lorfque y exprime la 
cherchée PM. 

y* * — ^asyy + zaaty H- aass = o, 
-^aa —aarr 

•+'aatt 

4» î» sj I. "• 
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G'eft pourquoi on la multipliera par la progrefTion 
arithmétique 4 , 3 , a , i , , ce qui donnera 
^* — ^sji -f- ^aay + î^ïa? = , dont la réfolu- 
tion fournira pour y la valeur cherchée M P. 

Si le point donné C tomboit fur le diamètre 
A B ( Fig. 1 5 2. P/ 8. ; ; Ton aurmt alors t = o , 
Se il faudroit effacer par conféquent tous les ter- 
mes oîi t fe rencontre ; ce qui donneroit 4^j 
— iaa = 4jy =: 4ax , en mettant pour yy fa va- 
leur ax. D'où l'on tireroit x = s — |^fl;c'cft-à-dire, 
que fi ,1'on preiid C P égale à la moitié du pa- 
ramètre , & qu'ayant tiré l'appliquée P M per- 
pendiculaire lîir A B , l'on mené la droite CM , 
elle- fera perpendiculaire fur la courbe A M î>« 

Corollaire. 
aoî.Si l'on veut à préfent que le point M 
( Fig. 152. PL 8. ) foit donné , & que le point C 
foit celui qu'on cherche ; il faudra dans la der- 
nière équation qui exprime la valeur de AC (^à. 
par rapport àAP(x)ouPM (j/), regarder casf 
dernières comme connues , & l'autre comme l'in- 
connue. 

. DEFINITION II. 

Si d'un rayon quelconque de la développéçj^I'on 
décrit un cercle , il fera nommé cercle haifant. 

Le point où ce cercle touche ou baife la 
courbe , eft appelle point haifant. 
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PROPOSITION V. 

Problème. ■ -4 
Ï03. L A nature de la courbe A M D ( Fig, 1 55. 
PI. 8. ) étant donnée avec un defes points quelcon-* 
ques M i trouver le centre C du cercle qui la haife 
en ce point M. - 

Ayant mené les perpendiculaires MF, CK fur 
l'axe , & nommé les lignes par les mêmes lettres 
que dans le Problême précédent ; 1 on arrivera i 
la même équatipn dans laquelle il faut obfervet 
que la lettre x ony , que l'on y regarde comme 
■ l'iiiconnue , marque ici une grandeur donnée ; 
& qu'au contraire s , t , que l'on y regarde com- 
me connues , font en effet ici les inconnues aulH 
bien que r.. 

Cela polé , il eft clair i °. Que le point cherché 
C fera fitué fur la perpendiculaire MG à la courbe. 
3°. Que l'on pourra toujours décrire un cercle qui 
touchera la courbe en M , & la coupera au moins 
en deux points ( dont je fuppofe que le plus proche 
efl P , d'où l'on abaiflera la perpendiculaire DB ) { 
puifque l'on peut toujours trouver- un cercle qui 
coupe une ligne courbé quelconque > autre qu'un 
cercle , au moins en quatre points, & qqe le point 
touchant M n'équivaut quà deux interférions. 
5°. QjLie plus fon centre G approche du point cher- 
ché C , plus auffije point d'interfeâion D appro- 
che du point touchant M : de forte que le p6int 
G tombant fur le point C , le point D fé réunit 
Q4 . 
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avec le point M ; puifque ( Art. 76. ) le cercle dé- 
crit du rayon CM , doit toucher & couper la cour- 
be au même point M. D'oCl l'on voit que s ex- 
primant AF , & / , F G , l'équation doit avoir 
deux racines égales , fçavôir ( Art. 200. ) chacune 
i A P ou P M félon qu'on a fait évanouir ji ou x ^ 
& une autre AB ou B D qui devient auffi égaie 
à A P ou P M , lorfque s Set expriment les cher- 
chées A K , K C i & qu'ainfi cette équation doit 
^voir trois racines égales. 
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004, Soit ax=}'j> Téquation qui exprime la nar 
turede la courbe AMD,&i'on trouvera (Art. 20*1 ,)■ 
X» &c. qui étant multipliée par 8 , 5 , a ^ 
— I , Ot produit des deux progreflîons arithmé- 
■ «ques 4,5,2,i»(7,&2, i,o,_i,_a 
donne Sy=2aatj'. 

^* * — lasyj/ -H 2aat^ + aasi rrr *. 
■4- aa .^—aarr 

H- aatt 
4. î» 2, I, 0. 

2 , I , o, — I , — a. 

8j'' * * — ^aaty * =0^ 

P'oÈj l'on tire la cherchée K C ou P E ( r ) = i^. 

Si Ton veut avoir une équation qui exprime la 
parure de la courbe qui parfe par tous les points 
C,-ron multipliera encore y"" , &c. par 0, 3 , 4, 
g , o , produit des deux progreflions 4 , 3 , 2 , 
ï^ f ? p ^ 9 ? ï , 3 » j , 4 j & i*©n trouvera %asy 
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. — ^aay = 6aat : d'où , en fuppofant pour abréger 

s — ia=u^ Ion tirera v =2— ,ÔC4)''= ■■ ' ■■ , ■ 

=aat ; & partant 1 6a' = 2yatt. D'où il fuit que 
la combe qui palTe par tous les points C , eft une 
féconde parabole cubique , dont le paramèue 
= — y & dont le fomniet eft éloigné de celui de 

la parabole propofée de ia; parce quea=j — ;«. 
Lorfque la pofition des parties de la courbe , 
voifines du point donné M , eft entièrement fem- 
blable de part Se d*autre de ce point , comme il 
.arrive lorfque la courbure y eft la plus grande 
o*U la jnoindre j il s'enfuit que l'une des inter- 
feâiions du cercle touchant ne peut fe réunir 
avec le point touchant , que l'autre ne s'y réunifié 
en même temps: de forte que l'équation doit avoir 
alors quatre racines égales. En effet , fi l'on multi- 
plie^* , &c. par 24 , 6 , o , , , produit des trois 
progreflîons arithmétiques 4, 5,2, i, o, & 
5i 2» I j» , — ï, &2, 1,0, — i> — 2; 
l'on aura 24^''':= : ce qui fait voir que le point 
"M. doit tomber fur le fommet A de la parabole , 
afin que la pofition des parties voifines de la cour- 
be foit femblable de part & d'autre. 

Adtee Solution. 

205. N peut encore ( Fig. 1 54. PI. 8. ) réfou- 
dre ce Problême en fe fouvenant que l'on a dé- 
montré dans l'article j6 qu'on ne peut mener 
du point cherché C qu'une feule perpendiculaire 
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CM à la courbe AMD; au lieu qu'il y a une 
infinité d'autres points G fur cette p^endicu- 
laîre M C , d'où l'oii peut mener deux perpendi- 
culaires MG, G D à la courbe. Si donc on Aippo- 
fe que le point G foit donné , & que l'on cherche 
(^Art. 200. ) la valeur de » ou j/ par rapport aux 
données s ôcti il efl vilîbte que cette équation 
d<Mt avoir deux racines. inégales, fçavojr AP, 
A B ou P M , B D qui deviennent égales entr'elles 
lorfque le point G tombe fur le point cherché C. 
C'eft pourquoi Ton multipliera cette équation par 
une progreâlon arithmétique quelconque , &c. 

Exemple. ,' 

ao6. Sqit comme ci-deffus ax =j'j> ; Se l'on 
aura (^Art. loi. ) 4^* , &c. 

4)/' * — ^sy + laat =so. 

4- 2aa 
3,1, , — I. 
gyj * * — 2aat = 0. 

qaî étant multipliée par la progreflion arithmé- 
tique 2j 1,0, — ,1 , donne comme(^r/. 204.) 

-, * Ayi 

auparavant t = ^^— . 

CoHOL LAISE. 

207.1 L eft évident qu'on peut ( Fig, 155. 154. 
Pi. 8. ) confidérer le point baifant comme ( Art. 
xoj. ) la réunion d'un point touchant avec un 
point d'interfeûion du même cercle ; ou bien 
comme ( Art, 205. ) la réunion de deux points 
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louchans de deux cercles difFérens & concentn-' 
ques : de même que le point d'inflexion peut être 
regardé ( Art. 196.) comme la réunion d'un point 
touchant avec un point d'interfeâion de la même 
droite , ou ( Art. 198.) comme la réunion de deux 
points touchans de deux différentes droites qui 
partent d'un même point. 

PROPOSITION VI. 

Problème. 
3o8.Trouver une équation qui exprime la na- 
ture de la cauflique A F G K , ( F/g- 155. P/i 8. ) 
formée dans le quart de cercle C A M N B , par les 
rayons réfléchis M H , N L , 'Ùc. dont les incident 
P M , Q.N , &c. font parallèles à C B, 

Je remarque, \°. Que fi l'on prolonge les rayons 
réfléchis MF, N G , qui touchent la cauflique en 
F , G , jufqu'à ce qu'ils rencontrent le rayon C B 
aux points H , L j l'on aura MH égale à CH , & NL 
égale à CL- Car l'angle CMH = CMP = M CH j Ôe 
de même l'angle CNL = CNa=NCL. 

2'^. Que d'un point donné F fur la cauftiqqe 
AFK , l'on ne peut mener qu'une feule droite MH 
qui ibit égale à CH ; au lieu que d'un point donné 
D entre le quart de cercle A MB & la cauflique 
AFK s Ton peut mener deux lignes M H , NL tel- 
les que MH = CH & NL = CL. Car on ne peut 
mener du point F qu'une feule tangente MH ; au 
lieu que du point D , on en peut mener deux I^y 
N L. Ceci bien entendu 

Soit -(ffopofé de mener d'un point donné D la 
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droite M K , enforte qu'elle foit égale à la parde 

C H , qu'elle détermine fur le rayon C B. 

Ayant mené MP , DO parallèles à CB , & MS 
parallèle à C A, foient nommées les données C O 
ou RS , a î OD , ti AC ou CB , /i ,• & les incon- 
nues CP ou MS , x; PM ou CS, j» .- CH ou MH, r-. 
Le triangle reftangle MSH donnera rr=rr— 2ry 

H-^^ + XX : d'oïl l'on tire C H (r) = ^. De 

p!us les triangles femblables MRD , MSH donne- 
ront M R (x - « ) . M S (x) : : RD (<— j- ) . S H 

- XfSZJH. & partant CS+SH ou CH== ^^^^^ZJ^ 

X U ' X U 

XX -^ yy aa ' ^ ' ' 

= '^ = — en mettant pour xx-i-jy ^a va-. 

leur aa. D'où l'on forme ( en multipliant en croix ) 
l'équation aax — aau = 2^xy — ii/jy i & mettant: 
pour^^ fa valeur aa — xx , il vient 2ixy=iaax 
H- aau — 2axx : quarrant enfuite chaque membre 
pour ôter les incommenfurables , & mettant en- 
core pour yy fa valeur aa — xx , l'on aura enfia 
4UUX* — ^aaux^ — ^aauuxx + 2a*Hx -H a*uu = o. 
4KK —^aa^K 

-ha* 
Or il eft clair que u exprimant C O ,• & ^ , OD ; 
cette égalité doit avoir deux racines inégales , fça- 
voir CP, CQ,: & qu'au contrairew exprimant CE; 
& t , EF i CQ devient égale à CP , de forte qu'elle 
a pour lors deux racines égales. C'eft pourquoi fi 
l'off multiplie fes termes par ceux des deux prc^ref- 
^0nsarithmétiques4, 3,2,i,o,&o,i,i,5,4, 
l'on formera deux égalités nouvelles par le moyen 
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defquelles on trouvera , après avoir fait évanouir 
l'inconnue x, cette équation. 

+ î^iuu — ç6aauu — îiya*uu 
+ 192»* — 48afl«' 
-h 64»* 
qui exprime la relation de la coupée CE ("a ) à 
l'appliquée EF (^). Ce qu'il falloit trouver. 

On peut déterminer le point touchant F en fc 
fervant de la méthode expliquée dans la Jiuitteme 
Seftion. Car fi l'on imagine un autre rayon inci- 
dent pm infiniment proche de PM • il eft clair que 
•lï^réfléchi mh coupera M H au point cherché F , 
par lequel ayant tiré FE parallèle à P M, l'on 
nommera CE, «i EF,<iCP,x-i PM,^,*CM,*i: 

- ,, ■ a rr aaX -*- aau — 2UXX 

& 1 on trouvera comme ci-defîus ^ 

XJf 

=^ 2x. Or il eft vifible que CM , CE , EF demeu- 
rent les mêmes pendant que CP & P M varient- 
C'eft pourquoi l'on prendra la différence de cette 
équation en traitant d , « , ^ , comme confiantes , 
& X t^i comme variables j ce qui donnera zuyxxdx 
•^aauydx — aaxxdy — ^(ïï/x(^-+-2ax'^ = o,dans 

laquelle mettant pour àx fa valeur — ^î^ (que Ton 

trouve en prenant la différence de/;/ =.aa — xxj, 
& enfuite pour yy fa valeur aa-r-xx, il vient en- 

finCE(a) = -. 

Si l'on ftippofe que la courbe AMB ne foit plus 
un quart de cercle , mais une autre courbe ïjuel- 
conque qui aie pour rayon de fa développée au 
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point M la droite MC ; il eft clair ( Art. 76. ) que 
fa petite portion Mot peut être regardée comme un 
arc de cercle décrit du centre C D'où il fuit que 
il l*on mené par ce centre la perpendiculaire CP fur 

le rayon incident FM , & qu'ayant pris CE= — 

( CP = X , CM = fl ) l'on tire EF parallèle à PM j 
elle ira couper le rayon réBéchi M H au point F , 
où il touche la cauftique A F K. 

S l'on tire par tous les points M , m d'une ligne 
Courbe quelconque A MB , des lignes droites MG, 
MîC à un point fixe G de fon axe AC , & d'autres 
droites MH , mh terminées par la perpendiculaire' 
CB à l'axe , enforte que l'angle CMH = MCH, & 
Cmk = mCh i & qu'il faille trouver fur chaque 
M H le point F où elle touche la courbe AF K , 
formée par les interfeâions continuelles de ces 
droites MH, mh. On trouvera comme auparavant 
CH = ^^ï^^:^=^fl=li2' : d'où l'on tire : 

2y X — u 

^^•^uyy-t.yy~^u.>c ^ ^^^^ j^ dilFérenCC 

■( en traitant a , ^ comme confiantes , & x , ^ 
comme variables ) donne 'i.i^yàx — uxxyàK 
— x*ày H- ux^4y -*- xxyyày -t- uxyydy — uy^dx 
= o j & partant la cherchée C E ( a ) 

= — -T^ — n iZ — ^^ '^ j ■ Or la nature 

xxydx — ^'dy H- y'dx — xyydy 

de la ligne AMB étant donnée , l'on aura une va- 
leur de dy en dx , laquelle étant fubftituée dans 
l'expreffion de CE , cette expreffion fera délivrée 
des différences & entièrement connue. 
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PROPOSÏTION VII. 
Problème^ 
209. J> oit une ligne droite indéfinie PlO (F ig. 156. 
PL %.')qui ait un commencement fixe au point Ay/hit 
entendue une infinité de paraboles BFD , CDG qui 
ayent pour axe commun la droite AO j & pour pa~ 
ramètres les droites AB, AC interceptées entre le 
point fixe A, Ù leurs fommets B, C. On demande la 
nature de la ligne AFGqui touche toutes ces paraboles. 

Je remarque d'abord que deux quelconques de 
ces paraboles BFD , CDG fe couperont en un point 
D fitué entre la ligne AFG & l'axe A O ; que AG 
devenant égal à AB, le point dinterfedion D toin» 
bc fur le point touchant F. Ceci bien entendu , 

Soit propofé de mener par le point donné D une 
parabole qui ait la propriété marquée. Si l'on mené 
l'appliquée DO , & qu'on nomme les données AO, 
«iOD,^i & l'inconnue AB, xila propriété de la 
parabole donnera AB x BO («x - xx ) = DO' (<<) j 
& ordonnant l'égalité, l'on aura xx—ux + XK—o» 
Or il eft évident que a exprimant AO • & ^ , OD-; 
cette égalité a deux racines inégales , Içavoir AB , 
CA : & qu'au contraire h exprimant AÉ i & ^, FF; 
A-G devient égale à A B , c'eft-à-dire , qu'elle a 
pour lors deux racines égales. C'eft pourquoi on la 
multipliera par la progreffion arithmétique i ,0 , 
— i: ce qui donnex=^;&fubftituant cette va- 
leur à la place de x , il vient l'équation a = 2< qui 
doit exprimer la nature de la ligne AFG. D'où Ion 
voit que A F G eft une ligne droite faifant avec 
AO l'angle FAO tel que AE eft double de £F. 
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256 An AL VSE, &c, 
. Si l'on veut réfoudre cette queftion en général , 
de quelque degré que puiflent être les paraboles 
BFD, CDG; on fc fervira de la Méthode expliquée 
dans la Seâion huitième , en cette forte. Nom-^ 
mantAE, a;EF, t,* AB, x ,- l'on aura ii^° x j(" 
= <" "*" ° qui exprime en général la nature de la pa- 
rabole BP", dont la diiférence donne ( en traitant 
B&î comme confiantes , ôcx comme variable) 
. — OT X a — X dxy.x' -^tix dxx u — x^-o'^ 
& divifant par u — x dxXx , il vient— wx 
-\-na — wx =::=o : d'où l'on tire X ^ « ; & 

partant u — x=z "* ■■ a. Mettant donc ces va- 

■ nt-4-n 

leurs à la place de u — x , & de x dans l'équatioti 
générale ; & faifant ( pour abréger ) " =z p ^ 

n „ '^ — — 

— — — =r:q^m-i~n= r , Ion aura ^ =a|/ p«g'». 

D'où l'on l'on voit que la ligne AFG eft toujours 
droite, û cempofées que puiffent être les paraboles , 
n'y ayant que la raifon de AE à EF qui change. 

On voit clairemenCfOr et que l'on vienltPexpliguer dans ctne 
Seciion , de qutlU manière l'on doit ft fervir de la Méthode 
de M^'. Defcartes Ç^ Hudde/iou/" réfoudre tes fines de quef- , 
tions lorfçue les Courbes fint Géométriques. Mais L'on voit ' 
ai{ffi en mime temps qu'elle n'eji pas comparable à celle de M, 
Leibnits , qui j'ai taché d'expliquer à fond dans ce Traité : 
puifque cette dernière donne des refolutions générales , oiiPau- 
tre n'en fournit que de particulières ; qu'elle s'étend aux li- 
gnes tranfcenàantts, d- qu'il n'eji point néceffaire d'ôter les in- 
commenfurables : ce qui ferait trésfouyent impraticable. 

COMMENTAIRE 
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COM M EN T AI RE 

Des articles les plus difficiles de l'Analyfe 
- des Infiniment Petits, 

La Vréface que nous avons mtfe a la tête de 
VAnalyfe des Infiniment Petits » nous difpenfe de 
donner ici une idée générale du Commentaire que 
nous mettons a la fuite de cet admirable Traité. Ce 
Commentaire rCefi. pas dijiingué des Notes fuivantes. 



LA demande , ou plutôt lâ fuppofition de 
l'article 2. pag. 5. que les Commençans n'ac- 
cordent qu*avec peine , ne contient lien dans le 
fond qui ne foît bien raifonnable. 

En efïèt , l'on regarde comme infiniment exaâeS 
les opérations des Géomètres & des Aftrônomes ; 
ils font cependant tous les jour des omilTions 
beaucoup plus confidérables que celles des Algé- 
briftes. Lorfqu'un Géomètre, par exemple, prend 
ia hauteur d'une montagne , fait-il attention à un 
grain de fable que le vent enlève de delTus fon 
fommet ? Lortque les Aftronomes nous parlent 
des étoiles fixes , ne négligent-ils pas le diamètre 
de la Terre dont la valeur eft d'environ trois mille 
lieues ? Lorfqu'ils calculent les éclipfes de Lune , 
ne regardent-ils pas la Terre comme fphérique , 
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jSc par cônfSquent ont-ils égard aux maîTons , ai^x 
tours , aux montagnes qui le trouvent fur fa furfa- 
ce ? Or tout cela eft beaucoup moins à négliger 
que dx , puifquUl faut un nombre îniîni de dx , 
pour faire x ; donc le calcul différentiel eft dans le 
fond le plus fur des calculs ; donc la demande de 
Yarticle 2. ne contient rien que de raifonnable- 
Toutes ces comparaifons font tirées du Cours de 
Mathématique de Wolf, Tom. i. pag. 418. 

NOTE II 
Xj'article 5. pag. 5. a befoîn d'un Com- 
mentaire dans toutes les formes. On convient que- 
la différence de jgf çAydx -4- xdy -+- dxdy ; mais on 
ajoute qu'on peut fans erreur fenfible omettre dans 
la pratique dxdy. L'on a raifon i en voici la de- 
mônftration la plus rigoureufe. Pour la mettre à 
la portée de tout le monde , reprenons les chofes 
4'uii peu loin. 

1°. Toute grandeur infinie fe marque par quel- 
<[u'un des caraâeres 00 , oo*,oo'&c- 

a**. Le premier de ces caraftéres marque un in- 
fini du premier ordre , le fécond un infini du fé- 
cond ordre , le troifîeme un infini du troifîeme 
ordre &c. 

. 50. Un infini du fécond ordre eft infiniment plus 
grand qu'un infini du premier ordre, & ainfi d*un 
infini du troifieme ordre par rapport à un infini 
du fécond. 

40. Une quantité infinie ne peut pas être aug- 
mentée par l'addition d'aucune quantité finie ^ 
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ni diminuée par la fouftraftion d'aucune quantité 
finie. Ainfi <x> •+■ i =1; oc; de même 00 — 4 :=; «o. 
Ce que l'on a dit de l'infini par rapport au fini , 
on doit le dire de l'infini dîun ordre lupérieur visr» 
à-vis l'infini d'un ordre inférieur. Ainfi oo'-i- 00 
r=oo*j de même co' — 00*= oo^ Vffyèz.-en la 
preuve dam la note précédente. 

5". Toute grandeur infiniment petite eft repré- 
fcntée par une fraÊtion dont le numérateur eft un 

fini & le dénominateur un infini. Ainfi —, — , 

•^ &c. font des fraûîons qui repréfentent des 
grandeurs infiniment petites du premier , du 
fécond & du troifîeme ordre. Une grandeur infi- 
niment petite eft encore repréfentée par une frac- 
tion dont le numérateur eft un infini d'un ordre 
inférieur à celui du dénominateur. Ainfi ~ re- 

préfenteune grandeur infiniment petite. En effet, 
co j_ 

CO* 00* 

6°. Un infiniment petit du fécond ordre repré- 
fente une grandeur infiniment plus petite qu'un 
infiniment petit du premier ordre, & âinfi des 
autres à l'infini. 

7°. Une quantité infiniment petite n*eft rien 
par rapport à une quantité finie. Ainfi i -+- — . 
= I ; I — _::::::: I, De même un infiniment petit 
du fécond ordre n'eft rien vis-à-vis un infiniment 
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petit du premier ordre. Ainii — h- -^ = — j 
• — ; = — • Vous en trouverez la preuve 

00 00 00 ' 

dans la note précédente. 

8°. xy eft le produit dex multipliant >». 

9". xy ■+-j>dx ■+■ xdy -t- dxdy eft le produit de 
x-t-dx multipliant j/ H- ^ , c'eft- à-dire , eft le 
produit de x augmenté d'une quantité infiniment 
petite, par j» qui fe trouve aufll augmenté d'une 
quantité infiniment petite ; donc ydx + xd^ + dxdy 
eft la différence de x»'. - 

10». dxdy eft une quantité infi'niment petite du 
fécond ordre par rapport ^ydx-i-xdy qu'on doit 
regarder comme des quantités infiniment petites 
du premier ordre. En effet , prenons le reftangle 
A B C D ou xy i Fig. 1 57. PI. 8. Augmentons fa 
bafe C D ou >' de la quantité infiniment petite 
Dn oady,S<. fa hauteur B D ou x de la hauteur 
infiniment petite Dp ou dx ; il eft évident que 
le reftangle infiniment petit Bm D» ou xdy , & 
le reâangle infiniment petit CD cf ou ^i^xfont des 
reéVanglf s infiniment plus grands que le reftangle 
V)npr ou dxdy , parce que chacun d,es deux pre- 
miers eft le produit d'une quantité finie par une 
quantité infiniment petite , au lieu que le fécond 
eft le produit de deux quantités infinimeut peti- 
tes; donc dxdy ç^ une quantité infiniment plus 
petite queydx ou quexfify; donc on peut fans er- 
reur fenfible la négliger dans la pratique i donc fi 
la àiSsiencede xy c&.ydx'^xdj'^-dxd/ y elle fc- 
î3^ydx-*-xdjf. 
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1 1°. Il eft donc vrai que la drfférence d'un 
produit compofé de deux quantités contient la 
différence de la première quantité multipliée pat 
la féconde , -•- la différence de la féconde quan- 
tité multipliée par la première. Il n'eft pas moins 
vrai que la différence d'un produit compofé de 
trois quantités fe trouve en multipliant le pro- 
duit des quantités pofées de deux en deux par 
la différence de la troifiéme. La différence , par 
exemple , de xy^ t^^y^dx -t- x^dy •+• xyd^ ; en voici 
la démonftration. 

Je fais xy=^u ; donc la différence de « fera la 
même que la différence de xy ; donc ydx h- xdy 
'=idu. 

De plus xy =zu , donc xy^ = ux j donc la dif- 
férence de xyx fera la même que la différence de 
«^ ; donc la différence de xy^ eft ^du -*- ud^. Mais 
Xdu =yxdx ■+ x^dy , parce que du =ydx -^ xdy i 
Se udx = xyd\ 5 parce que xy~u\ donc \du •+■ «rfç 
•=.y\dx'>rx\dy -^xyd\\ donc fi la différence de 
xy-^ eft -{du -4- ud\ , elle fera par-là même yx^àx 
+ xx^y -h xyà\ j donc la différence d'un produit 
comparé de trois quantités fe trouve en multi- 
pliant le produit des quantités pofées de deux en 
deux par la différence de la troifîeme. Par là même 
raifon l'on aura la différence d'un produit com- 
pofé de 4 quantités , en multipliant le produit 
des quantités pofées de trois en trois par la diffé- 
rence de la quatrième. La différence du produit 
uxy\ eft donc xy\du h- uy^dx + ux\dy +■ uxydx- En 
général la'difféience du produit de pïufîeurs quan- 
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tités multipliées les unes par les autres eft égale à 
la fomme des produits de la difTirence de chacune 
de ces quantités par le produit des autres. M. de 
l'Hôpital avance , par exemple , que la différence 
deJ'-^xXt—y eft ^^ x —ûi^y — yeix — xdy- H a 
raifon. En effet,.» h-*X i — y -ah-^hx—ay —xy. 
Mais ah n'ayant point de différence , celle de ce 1 
dernier produit eft évidemment Idx — ady — ydx 
' — xdy , donc fitc 

NOTE IJI. 
jM, le Marquis de l'Hôpital afîure, à l'article 6. 
fag. 6. que ■ ^ ■ - "'^ -^ eft la différence de -- Poqr 

le démontrer , je fais - = ^ j & j'avance que dans 

cette hipothéfe l'on aura ii^ == y ^~^ y . ^ j^qç 

l'on aura par là même ^- pour la diJFéren- ^ 

ce de la fraction -. Le calcul fuivant en fera la 

y 
preuve évidente. 

I. - = ^ par hypothéfe- 

s. X = yK 

j. dx = ^dy -^ ydx, 

4, yd\ = dx — \dy 
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^ _ ^ 

7- ï — _y y 

■g. à^ =r y^^ - ^'y 

yy 

Explication. 

1°. La première équation feft une pure fuppo- 
iîtion , qu'on ne peut accorder , qu'en accordant 
que la féconde équation eft inconteflable. 

2*. La troifieme équation eft fondée fur ce 
principe ,* fi x =^^ , donc la différence de x fera 
égale à la différence de yx^. 

3^. La quatrième équation a été formée par les 
'régies ordinaires , c*eft-à-dire , en tranfportant 
dans l'autre membre de l'équation la quantité 
+ \ây , après ravoir aiïèftée du figne — . 

4°. £n divifant par^ la quatrième équation , 
l'on a eu la cinquième équation , Se en ôtant dans 
celle-ci les lettres qui fe détruifent , l'on a eu la 
fixieme équation. 

5°. Pour trouver la feptieme équation , l'on a 
fubflitué dans le fécond membre de la fixieme 

à r fa valeur -, 
y 
6". La huitième équation eft la même que la 
feptieme , aux jreux de quiconque fçait les pre- 
miers éléments de l'Algèbre ; donc fi celle-ci eft 
bonne , celle-là le fera auffi ; donc la différence 
d'une fraftion eft égale au produit de la diffé- 
rence du numérateur par le dénominateur, — au 
produit de la différence du dénominateur par le 
numérateur , le tout divifé par le quarré du dé- 
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nominateur ; donc la différence de - eft ~^ ~- . 

' X XX ^ 

parce que le numérateur a n'a point de différence; 
donc la différence de ■■ ■ '*' eft - — ~ — ; — 



NOTE It^. 
X-t' ARTICLE 7 , page 7 , demande une foule 
d'édairciffements ; ils feront renfermés dans les 
réponies aux queftions luivantes. 

Première Quefiion. Comment pourroit-on pi?ii' 

ver que — I eft l'expofant de - ï 

Réponfe, x~'=!=-.Eneffetx~'X x*=J("' 
z= X ; donc X eft le produit du multiplicande ï' 
par le multiplicateur * ' i donc -^ = * " ' i 
parce que la divifion du produit par le multipli- 
cande donne pour quotient le multiplicateur. 

Wais -^=- : donc x~" = ~ ; donc en généiil 
«ne quantité élevée à une puilïance dont l'expo- 
fant eft un nombre entier négatif, n'eft autre quï 
3'unité divifée par la puitTance pofitive de cent 

quamitéj doncx"*'="^î doncx~'=^&t- 
Seconde Quejlion- Eft-il vrai que \/x ait pour 
expofant ^ ? 
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Bépo»fe. Cela eft vrai , & en voici la preuve. 

\/x = X* i mais ** a pour expofant { , donc \/x 
a pour expofant ~. II s*agit donc de dénxontrer 

que \/x = X*. La chofe n'eft pas difficile. Voici 
comment il faut s'y prendre. 

x' X X* ^ X* * = x' ^ X ; donc x* eft la ra- 
cine ijuarrée de x. Mais |/x eft la racine quarrée 

de X i donc \/x = x" ; donc en général une 
quantité quelconque élevée à une puiflance frac- 
.tionnaire n'eft autre chofe que la racine d'une 
puifTance dont l'expofant eft le numérateur de la 
ftadiion , &. le dénominateur eft l'expofant de la 

' 1 s ± 

racine ; donc \/x' = x' ^ donc |/x* =;= x*. 

Troijieme Quedion. A quoi équivaut — — i 

yx' 

Répon/è. 1 — = X '.Je le démontre. |/x* 

yx' 

== X* ( quejiion 2*. ) j donc — — = —, Mais — j 
l/x* X» X* 

i I • i 

^x ■' {quejèion i". ) donc ~ — =x * i 
|/x' 

■donc — — = jif ' ; donc -; — • =: x '. 

l/x' ■ |/x' 

Quatrième Quejiion: Eft-il vrai que i , \/x , x 
forment une progreflion géométrique î 
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Réponfe. II cft évident que l : y^x : : yx : x ; 

car I xx=:x, Scyxy.y'x=ix'^àonc i,yx , 
X font trois termes en progrelÏÏon géométrique. 

Leurs trois espofants , ; , > formait une pro- 
grefllon arithmétique; car + i = i , & î+i= i- 

CoroUaire l. i , "yx , yxx , x font en pro- 

greffion géométrique. En effet, i : x* : : x' : x^ , 

car i xx^=x*, &x' x x' = x'. De plus x' : 

j^::x':x',carx'xx' =x' »^x',&x* X x» 

* i î i » 

= x' ,* donc I , X* , ** . X 1 ou i , |/x V^xx ^ . x 
font en progrelÏÏon géométrique. 

Pour leurs expofants , | , j , i ,- ils font en 
progreflion arithmétique. En voici la proivca 
°- j'-i •} y puifque la fomme des extrêmes -1- | 
^ j , & que la fomme des moyennes 7 -t- j = f. 
De plusj.j :f . I , puifquej-(- i =|, & que 
f -♦- f = * ; donc les expolants ^ f, jy i font 
en progrcflion arithmétique. 

Corollaire IL Far la même raifon , i , y^x , 
j 5 i -1 ; i ♦ 

V'xx, |/x*, i/y, X, ou, I , x%x',xSxSx 
font en pri^refllon géométrique ; & leurs expo- 
fants o>i>f»-|»f> iou| font en progrefllon 
arithmétique. 

Cinquième Queftion,- y— — , — font-ils en, 
)/x' ** 
progrelÏÏon géométrique f 
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Réponfe. x , x * , x font en progref- 

fion géométrique ; car x Xx = x , & 

_i _i _f _j _. 

X * XX * = x =:x î aon,c x , 

X • j X *ou- ,-rT» — font en progtcflioa 

* |/x' ** 
géométrique. 

tl n'eft pas néceffaire de faire remarquer que 
leurs expofants — 1 , — |, — 2 font en progref- 
{îon arithmétique ; la chofe faute aux yeux. Il en 
eft de même des autres progreffions géométriques 
-& arithmétiques que propofe M. le Marquis de 
l'Hôpital i elles fo préfentent à tout Commençant 
qui fçait délivrer une quantité quelconque de fon 
iigne radical , en lui donnant un expofant frac- 
tionnaire. 

Sixième Quefiion. Comment peut-on démontrer 
que 2xdx eft la différence de xx. 

Réponfe. XX eft le produit de X par X. La diffé- 
rence d'un produit compofé de deux quantités 
contient ( Note a^. ) la différence de la première 
quantité multipliée par la fécondé » -(- la différen- 
ce de la féconde quantité multipliée par la pre- 
mière ; donc la différence de xx eft xàx -t- x^x 
= axrfx. 

L'on prouvera par la même note que la différen- 
ce de x' eft 3x*(rfx; que celle de x* efl 4x'i^ ,• & 
qu'en général la différence d'une puiffarKe quel- 
conque parfaite ou imparfaite d'une quantité va- 
riable , eft égale au produit de l'ezpofant de cette 



i^iiVCooiilc 



368 Comme. NTAïKE 

puiffance , par cette même quantité élevée à une 
puifiance moindre d'une unité} & multipliée par 
la différence. £n nommant donc m un expofant 
quelconque entier pofîtif , l'on dira que la diffé- 
rence dex"eft»7x" ' dx. De même en nom- 
mant —un expofant quelconque fraâionnaire po- 

fîtif , Ton aura — x ■ * rfx , ou - x "'" d x , 

pour la différence de x '. Enfin en prenant — m 
pour un expofant quelconque entier négatif , Se 

— — pour un expofant quelconque fraâionnaire né- 
gatif, l'on aura - mx " ' dx pour la différence 

dex — ,8c~.'!!^x~^ — ' dx = ^'!tx—'^^ dx 

» n 

pour la différence de x » • 

Septième Quejlion. Comment peut-on démon- 

trer que — mx dx= — ? 

Répmfe. Pour démontrer que — mx — " — ■ dx 

= ii , multiplions les deux membres 

de cette équation par x"" , nous aurons 
-~ffïx~'"^*°— "f^x^: - mx''~'dx,o\i-mx"'^~' dx 
= — wx" .' dx ; donc , après la multiplication , 
les deux produits fe font trouvés égaux ; donc les 
deux multiplicandes l'étoient avant la multipli- 
cation. Mais les deux multiplicandes étoient les 
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deux membres de Téquation — m%^^ * dx 
__ --«X X ^^^^ ^^^ jg^ membres étoient 

réellement égaux. 
L'on prouvera de la même manière que 

• — - « î ' (/* m ? f , , 

" = — - X " rfx ; donc en 



général la différence d'une puîffance quelconque 
parfaite ou imparfaite d*une quantité variable eft 
égale au produit de rexpofant de cette puiflance , 
' gar cette même quantité élevée à une puiflance 
moindre d'une unité, & multipliée par fa différen- 
ce. Concluez de là qu'il n'eft pas neceflaîre de fai- 
re X " = K, pour trouver la différence d'une puit 

fance quelconque imparfaite- 

Huitième Quefiton. Quelle eft la différence du 
cube de ay — xx'? 

Réponfe. La différence demandée eft ^a'j'j'dy 

— 6aax}0'<^y + ^ax*dy — 6aayyxàx -♦- i zayx^àx 

— 6x Vx , parce que le cube de ay — xx eft à*y^ 

— ^aayyx" -^ -^ayyi* — x*. En eifet, h différence de 
a'y eft ^à^yydy {quejlion 6.) La différence de 

— ^aayyxx eft ■ — 6aaxxydy — Saayyxdx ( même 
queftion ). La différence de -+- ^ayx* eft -♦- ^ax*dy 
-+- i layx^dx ( même queftion ). Enfin la différence 
de — x^eft — 6x*^x, (même queftion) j donc la 
différence aflîgnée eft la véritable difi^érence du 
cube de ay — xx. 
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Neuviè me Que fiion. Quelle eft la différence du 
radical l/xy -^yy ? 

Réponfe. La différence demandée eft 

■ 7=^=^-^. En voici la démonftration. 

^vxy -+- yy 

Pour la mettr e à la portée de tout le monde , je 
fais y»y -^ yy=.u. Cela fuppofé , voici comment 
je raifonne. 

1°. u = \^xy-i-yy î donc la dif férence d e u 
fera la même que la différence de y/xy-^yy. 

z°. u = X/xy'-*- yy j donc U» =: xy -i-yy i donc 
la différence de uu fera la même que la différence 
de xjf -¥-yy i donc 2»*^» =ydx-\-xdy + lyày, . 

3°. iuàu ==iydx -1- xdy + iydy * donc d u 

_ ydx-*-xdy-^~2ydy ^^^^ ^^ yix-^ xiy -^ Zydy ^ 

2ji ' ' ii/xy-^yy 

parce que u = \/xy -i-yy » donc dans l'hypothé- 

fepropofée la diKrence de a eft^-^±:îl^^^. 
* V^y-*-yy 

Mais dans cette même hypothéfe la différence de 
» efl la même que la différence de \/xy -^yy ; donc 

la différence de v^i^T^rTv eft yJ^l:t^^jLM^. 

Corollaire L En faifant \/a^ -+- axyy =" u , vous 
trouverez par le même calcul que la différence de 
ce radical eft '^^yj^J^S^, 

2V a."* '^- axyy 

Corollaire Ih En faifant \/ax -i-xx = « » l'on 
trouvera que la différence de ce radical eft 

— 3 ; en voici la preuve la plus détaillée. 

^vax-t-xx^ , 



,tP<.-jM,Googlc 



DES Infiniment Petits, a/i 



I *•. a =: \/ax H- XX ; donc u^^ax + xx * (quet 

tion 2«. ) ; donc a« = ax-*-xx' ^ donc aa == 

l/ax-t-xx"- ( même queftion ). 

2°. a = |/ a* -»- *x i donc uuu=ax-^xxi donc 
^uiiàu-^adx + 2X£/x ( queftion 6^ ) 

■^°. :^uudu -adx + ixdx; donc du z- 



3\/flx-f-j(*^ 



parce que aa ^ yax -t-xx^ ( num. i . ) ; mais la 
différence du radical \//x -t- xx eft la même que 
celle de a j donc elle fera !-——£—. 

Dixième Quejlion. Qijelle eft la différence du 
radical \/ax -+- xx -1- 'y'a'^-^axyy, 

Réponfe. La différence demandée eft 

adx-+- 2xdx ayy ix H- îaxydy 

Pour le démontrer , faifons X^ax ■-+- xx -+- i^^m^"^^ 
= a i & voyons ce que vaudra ;;(« dans cette hy- 
pothéfe. 
I °. a = \/ax~^xx + Va"-^^ i donc aa == dx 

-*- XX -H V'a4 -t-*ax^jy ï donC 2udu = tf^X + 3X^X + 

^ y y . ^ , ...f.^fyt. j donc du fera égal à «rfx + ^xdx 

^ 1/ a^ -+■ axyy 

divifé pat 2»+à vr-'^jtia^ divifé par 2» ou 

2 ^ a*^ -f- ayiyy 

par 2 i/aw -t- ;cjç ^ y«*-4-axîy 
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j°. a d X -\- zxdx divil'c par 2« 

adx -¥■ 2xdx 



3 yaM -t-XXH- Va* ■+- axyy 

50, SZ_i^^2'divifépar2aeftégal,parles 
règles de la divifion des fraftionsà-^^= . '^''^ "^ 

ayydx -4- a.axyiy 



3 |/ii1- -f- aar^jy X 3 |/ <ï:>r H- Jf x -+- Va* ^- axjç 

donc du z 



adx -f- 2*f/it 



3 J/'ax-^XX-{-\/,i'^~^axyy 
ayydx -4- aajryJy ^ ^^^^ 



a ■j/a'* H- axyy X 2]/^* -)- xjc -H y^* -t- axyy ' 

le problême à été réfolu. 
Corollaire. La différence que M. le Marq.uîs de 



l'Hàpital afligne à la fraétion ^ . . ne pa- 

roîtra pas embrouillée à ceux qui fe rappelleront 
ce qui fuit. 

lO. La différence du numérateur "yax-^xx eft ! 

— : — ( Cor. //. de la quejiion 9 ). 

^Yax-+- xx^ 

x%. La différence de y/xy-^-yy eft-^ * fL.^ ^^ t 
^ -'-'' ^V^y-ï-yy 

( quejiion 9 ). - 

30. Le quarré de \^xy -^-yy eft xy ~^yy. 
40. La différence d'une fraftion queLonque eft 
égale au_ produit de la différence du numérateur 

pal 
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par le dénominateur, — au produit de la différence 
du dénominateur par le numérateur, le tout divifé . 
par le quarré du dénominateur ( Note 5 ) ; donc 
la différence de la fraftion proporée eft égale à la 

différence du hUméràte ur \/ax -hxx multipliée 
par le dénominateur \ ^xy -t-jy » — à la différen- 
ce du dénominateur \/xy -hyy multipliée par le 

numérateur y a?: -h xx i te tout divifé par ^ey+^y^i 
quarré du dénominateur \/xy -+-yy > dôiic la frac- 
tion propofée fi'a pas d'autre différence que celle 
que lui â alTignée M. le Marquis de l'Hôpital à la 
•fip de l'article 7. pag. 12. 

N O T É i^, 
13 ANS toute ta Seftion féconde Mj le Mar- 
quis de l'Hôpital fe "fert du calcul différentiel 
pour trouver les tangentes de toutes fortes dâ 
lignes courbes. Il fuppofe que le Lefteur à étu- 
dié avec attention tout ce qui regarde les fac- 
tions coniques ; nous le fuppofons aufÏÏ. Malgré 
Gel^ cependant nous allons lui rappeller en peu 
de mots les principales propriétés du Cercle , dé 
ia Parabole, del'Éllipfe &de IHyperbolé. Cette 
efpéce d'abrégé du Traité des fedtions coniques 
eft abfolument néceffaire pou^ rendre iiitelligi- 
ble la plupart des problêmes & des exemples quô 
eontient cette féconde feftion; 

1°. Si Ion coupe le coiie ABC , Fig. 158* 
PL 8 , parallèlement à fà bafe eireulaire AÏKG > 
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& plus haut ou plus bas à volonté ; l'on aura un 
cercle LTH , d'autant plus grand ou d'autant 
plus petit, que la feâion fera faite plus près ou 
plus loin de la bafe du cône- La propriété de 
cette courbe eft que le quarré d'une ordonnée 
quelconque DF, Fig. 159. PI. S, eft toujours 
égal au produit des coupées ou abfcifTes corref- 
pondantes AF , FB. Nommons donc DF^, 
ABia , AFx ; l'on aura AC ou CB a , FB = za 
— X i & l'équation fera DF' = AFxFB , ou jy 
= 2ax — XX i c'eft là l'équation au cercle , en 
prenant le fommet A pour l'origine des x ou des 
abfciffes. Si l'on prenoit le centre C pour l'origine- 
des abfciffes , c'eft-à-dire , fi l'on faifoit CF = x ; 
l'on auroit AF =<i — x, FB^a + x; & l'é- 
quation précédente fe changeroit en celle-ci , yy 
=:aa — XX. 

2°. Si l'on coupe le cône ABC, Fig. 158. 
PI. B f obliquement à fa bafé Se parallèlement à 
un de fes côtés AB ; l'on aura la parabole IGK. 
Une parabole quelconque MSm , Fig. 1 60. PL 8 , 
a pour fommet le point S i pour foyer, le point F ; 
pour grand axe , SP »• pour ordonnées au grand 
axe , les lignes PM , FN , pR ; pour coupées ou 
abfciffes correfpondantes , les lignes SP , SF , Sp i 
pour paramètre , une ligne quelconque égale à la l 
double ordonnée N» qui paffe par le foyer F. 
La propriété de cette courbe , c'eft que le quatre 
d'une ordonnée eft égal au produit de l'abfciffe 
cprrefpondante & du paramètre; ainfiPM* r=r 
■ SFxNn. Nommons donc > une ordonnée quel-1 
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conque ; nommons x fon abfciffe correfpondante, 
& f le paramètre ; l'on aura pour équation à la 
parabole yy = px. 

30. L'on a dans la parabole MSw Téquation 
PM* = P S X Nn 5 l'on a encore dans la même 
parabole pB-* = pS x N« ; dond l'on aura. PM" : 
pR* :: PS xNw:pSxNn * mais le paramètre wN 
eft une quantité confiante >■ donc l'on aura PM* 
: pR,* : : PS : pS i donc dans une parabole quel- 
conque les quarrés des ordonnées font entr'eux 
comme leurs abfciffes. 

4**. L'on a dans la parabole^j' = px ; donc fî 
■p= i , l'équation deviendra j'^= ix = x. 
* 5 **. L'on a dans la parabole ^^ =: px • donc x. 
croiflant , y doit croître auffi , parce que p eft 
une quantité invariable. Mais les x peuvent croî- 
tre à l'infini , parce qu» le grand axe de la para- 
bole peut être prolongé à l'infini ; donc les j peu- 
vent croître à l'infini j donc la parabole ira tou- 
jours en augmentant , & ne fe fermera jamais. 

6°. Si l'on coupe le cône ABC , Fig. 1 5 8. P/. 8 , 
obliquement à fa bafefic à fes deux côtés , de ma- 
nière que la feftlon coupe les deux côtés du cône; 
l'on aura une elUpfe DMN. Une ellipfe quelcon- 
que , par exemple , l' ellipfe A B E D , Fig. 161. 
PA 8 , a pour grand axe , AB ; pour petit axe , 
ED i pour foyer , F , /i pour centre de figure , C ; 
pour ordonnée , PM , pm ; pour abfciffes corref- 
pondantes à l'ordonnée PM , les lignes AP , PB ; 
pour abfciffes correfpondantes à p w, les lignes A p, 
pB i pour paramètre du grand axe , la double 
S a 
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ordonnée Nw qui pafle par le foyer F. Dans cette 
efpéce de courbe , l'on a toujours la proportion 
fuivante , le quarré d'une ordonnée quelconque 
eft au produit de fes abfcifles correfpondantes , 
comme te param^re eft au grand axe , ou FM* 
: A P X P B : : N» : A B. Nommons donc A B, 
2a; ED , 2h\ Nn , p; PM, j'; AP , x ; l'on 
aura P B = 2a— x, & la proportion précédente 
fe changera en celle-ci , yy : tax — xx :: p: 2a) 

àonczayy = lapx — pxx; doncj'^ = — — ^i 
àox\cyy=px — ^— -^ & c'eft-là l'équation au pa- 
ramètre de rellipfe , en prenant Tun des fommetS 
A pour l'origine des ablcifles. 

70. Si l*on avoit pris l'origine des abfcifles au 
centre C , c'ejl-à-dire , fi l'on avoit CP =.x , l'on 
auroit eu AP r= <? — x , & PB = a -»- x. La pro- 
portion précédente fe fcroit donc changée en 
celle-ci ; yy -.aa-xx-.-.p: za •, donc 2ayy = fl^p 
' — pxx : donc yy = ^ — ^^ ; donc yy =^\o^ 

— ^^ i & c'eft-là l'équation au paramètie de 

l'ellipfe , en prenant les abfcifles depuis le centre G 

8°. tayy = aap — pxx i donc ^^^z=aa — xx; 

donc X augmentant , le fécond membre aa — « 
doit diminuer. Le fécond membre ne peut pas di- 
minuer , fans que le premier membre ^^ dimi- 
nue. Mais dans ce premier membre , il n'y a que y 
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qui puifle diminuer , parce que le grand axe %a ôc 
le paramètre p font des quantités confiantes j donc 
dans rdlipfe x augmentait » ;' doit diminuer. 
Mais X ne peut augmenter que jufqu'à un certain 
point , parce que le grand axe de cette courbe eft 
déterminé ; donc l'ellipfe-fe fermera dans les deux 
points oîi les x ne feront plus iiifceptibles d'aug- 
mentation ; donc elle fe fermera aux deux fom- 
mets A & B. 

9". L'on adansréI!ipfePM*:APxPB::N» 
: A B i l'on a encore pm* :ApXfB::Nw;AB 
( «a?M. 6 ); donc l'on aura PM* : AP x PB:: 
'fm" :Ap X pB j donc P M* : pm* :": AP xPB: 
Ap x f B i donc dans l'ellipfe les quarrés des or- 
données font entr'eux comme les produits des abf* 
ciffes correfpondantes. V 

lo". Il eft encore démontré dans tous les Trai- 
tés des Seftions coniques , que dans toute eïlipfe- le 
quarré d'une ordonnée quelconque eft au produit 
des abfcifles correfpondantes , comme le quarré 
du demi-petit axe eft au quarré du demi-grand 
axe i donc l'on aura , en prenant l'origine des abf- 
cifles à l'un des fommets, la proportion fuivante; 
^y : zax —xx::bb:aai donc aayj' r: labhx — bbxx'; 

donc vj' = — -— ; donc yy = — 

J §c c'eft-là l'équation aux axes de Vellipfe , en 

prenant l'origine des abfcifles à l'un des fommets. 

r i*^. Dans toute ellipfe le quarré d'une ordon- ■■ 
née quelconque eft au prpduit des abfcifles corref- 

S3 
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pondantes , comme le quarré du demi-petit axe 
cft au quarré du demi-grand axe ; donc , en pre- 
nant l'origine des abfciffes au centre C , l'on aura 
vy :aa — xx'.:hb'-aa; donc aayj/ =aairh—hhxx^ 

donc i'j'=-. j doue yy^= ho ;& 

aa ' aa 

c'eft-là l'équation aux axes de l'cllipfe, en pre- 
nant Iç centre' dï la courbe pour l'origine des 
abfciflès. 

1 2°. Il eft enfin démontré dans tous les Traités 
■des Sections coniques que dans une ellipfe quel- 
conque le grand axe eft au petit axe , comme le 
petit axe eft au paramètre, 

15*. Si l'on coupe le cône ABC,(F/^. 15*8. 
VI- 8 ) , obliquement à fa bafe » & aux deux côtés 
du cône , de manière que la Seâion prolongée en 
haut , aille couper un des côtés A B , auflî prolon- 
gé i l'on aura l'hyperbole F HE, dont le grand 
axe fera H R , à l'extrémité duquel on pourra for- 
, mer une féconde hyperbole égale à celle dont nous 
venons déparier, afin d'avoir deux hyperboles op- 
pofées fur un même axe H R. L'hyperbole m A M, 
(Fig. 162. P/. 8), a pour axe principal, AB; 
pour petit axe , DE j pour foyers , F , /, pour 
centre commun aux deux hyperboles oppofées,le 
- point C i pour ordonnée , P M , à laquelle corref- 
pondent les abfciffes AP , BP ; pour paramètre du 
grand axe , la double ordonnée Nw qui paffe pai 
le foyer F. Faifons donc AB=z=j(a!, AC ouCB 
î=a,DE — 2^, DCouCE = &,Nb=p,PM 
ss;', AP = x, l'on 4um BP:=: %a-^K- Dans 
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cette efpéce de courbe l'on a toujours la propor- 
tion fuivante , le quarré d'une ordonnée quelcoa- 
que eft au produit des abfcifles correfpondantes , 
comme le paramètre eft à l'axe principal ; donc 
PM' : AP X BP : : Nn ; AB i doncj'^' : lax-i-xxit 
p : 2a ; donc îajy = napx -f- pxx j donc j/^ z= 
^JPI^ÏJ^ - donc^;/ = f X + ^-^^ / & c'eft-là l'é- 

quation au paramètre de l'hyperbole , en comp- 
tant les abfcifles depuis le fommet, 

1 40. A quelques fignes près , l'équation eft U 
même pour rellipfe & pour l'hyperbole. En cifet , 
réquation commune à ces deux courbes eft j^* = 
fjf + ^^. Dans les doubles fignes le fupérîeur eft 

pour Tellipfe , 6c l'inférieur pour l'hyperbole. 

1 50. En compunt tes abfcifles depuis le centre 
C , c'eft-à-dire , en nommant C P , x î l'on aura 
AP =::=x — a, ScB? = x-i-a. Dans cette hypo- 
théfe le produit des abfciffes correfpondantes fera 
XX — <3fl ; & la proportion de num. 1 3. fc change- 
ra en celle-ci, j'^ :xx—aa:: p: 2a ; donc layy 

^=Lpxx — aap: donc -^^ =z XX — aa ; & c*eft-là 

l'équation au paramètre de l'hyperbole, en comp- 
tant les abfciffes depuis le centre C. 

1 6^^. A caufe des quantités conftantes la Sep , 
les quarrés des ordonnées PM , fwî font entr'eux 
comme les produits de leurs abfcifles correfpon- 
dantes. Le calcul eft le même que celui que nous 
avons fait pour l'ellipfe , num. 9. 

S4 
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170. L'hyperbole va toujours en s'élargifTant, & 
elle ne doit jamais fe fermer. En effet , dans l'cqua-r 

tioi^ -^^ =xx — ^iï, X 3ugmentant,/ doit aulTt 

augmenter, parce que les quantités repréfentées 
para & p^f f '<3nt des quantités invariables. Mais 
X peut augmenter à l'infini , parce qu'on peut 
prolonger AP à l'infini ; donc^ peut augmenter à 
l'infini i donc les ordonnées à l'hyperbole repré- 
fentées par jf , vont toujours en augmentant à 
Ipefure qu'elles s'éloignent du fommet A ; donc 
l'hyperbole va toujours en s'élargiflant i dçsnc -elle 
(le'doit jamais fe fermer, 

4 8°; Dans l'hyperbole équilatere 2<i = p i dofiç 

l'équation générale -^^ =xx — aa fe réduit pour 

l'hyperbole équilatere k ^j/ = xx — aa i ce qui 
^oônèx — a ly ::_y : x-i-ai donc dans cette ef- 
P^ce de courbe l'ordonnée eft moyenne propor- 
tionnelle entre les abfciflès corrcfpondantes. 

19°. Dans l'hyperbole comme daris l'ellipfe, 2a 
i2ht:zh ip , e'eft-à-dire , le paramètre eft une trott 
£çme proportionnelle au grand &.aii petit axe. 

20°. Les lignes Q.^, Gg, (F/g. 162. P^. §. ) 
flfli fe çpupenç au centre C, Ôf dont la première 
çf^ parallèle à la ligne AE, & la feçondç à la" ligne 
AP ï f*'^^' Ifis affyrtiptotes des deux hyperboles opr 
pqfeçsîiAM , ffîMB. II eft démontré dans tous les 
.^raités 4esSe£l:ions conic[ULS que le reftangle foug 
l'grdpiîqée hn & l'abicifTe CA eft égal au quarré de 
AH, Fafes dgnc Am rn^, ÇA=:;¥, & AH=fl i 
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fious aurons xy=^aa^ & c'eft-là réquaiîonde 
l'KyperboIe rapportée à fes affymptotes. 

2(0. Tout ce que nous avons dit jufqu'à préfent 
doit s'entendre des Sedtions coniques ordinaires , 
c'eft-à-dire , des Serions coniques tirées d'un 
cône qui a pour bafe un cercle ordinaire. L'on 
trouvera num. i. ce qu'il faut entendre par cercle 
ordinaire. 

2 20. Les Serions coniques d'un genre fupérieur 
font tirées d'un cône qui a pour bafe un cercle 
d'un genre Tupérieur , ç'eft-à-dire , une courbe 
dont les ordonnéeè & les abfcilfes fourniflent une 
iquation d'un plus haut degré que celle que don- 
nent les ordonnées & les abfciffes d'un cercle or- 
dinaire. 

25°. Suppofons que le cône ABC,(F/g. i58.P/- 
8), ait pour bafe une courbe dans laquelle le cu- 
be de PQ foit égal au produit du quarré de A Q 
multiplié par Q.Ç ; ce cône donnera les Seftions 
fuivantes. 

La parabole qui en fera: tirée , aura pour équa- 
tiony z=p'x^. 

L ellipfe tirée de ce même cône aura pour équa- 

tiony =px* — ^ , ou iay = 2apx* — pK^CÇ 

qui fe réduit à la proportion fuivante , >-' : x' X 
(^ 2a —r- x' ") '. : p : ta. 

L'équation à l'hyperbole tirée de ce même cône 

fera j/' = px* ■+■ ^ , ou 2ay = 2apx* -+- px' ; ce 

qui dopne la pvopprtiqn fuivante % y -x* X (2a 
H- x' ) : : f : 2.2. 
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24". L'équation à la parabole cubique étant y* 
=zp'x^ , elle fera fera par là mênle^' "*■ * = p'x* , 
& elle fera en général pour toute parabole d'un 
genre fupérieur^""^"=:f"x". De même l'équa- 
tion du Tium. 1^. fe changera , pour l'ellipfe ôc 
pour l'hyperbole, en l'équation générale ^'""^* 

" + 2a ' 

250. Il faut donc que dans l'équation générale 
appliqiïable aux ellipfés & aux hyperboles d'un 
genre fupérieur , l'expofant de y foit égal à la 
femme des expofants des deux abrcifles corref- 
pondantes à l'ordonnée jf. Il faut encore que dans 
l'équation générale appliquable à une parabole 
quelconque d'un genre fupérieur , l'espofant de^ 
foit égal à la fomme des expofants de l'abfciffe 
correfppndante & du paramètre. Aufli l'équation 
y =p*jc' eft-elle autant l'équation à une para- 
bole cubique que^'=p';c*; parce que l'une & 
l'autre donnent l'équation généralej'"""^" = f»"'x''. 

26». Tout ce que nous avons avancé dans cette 
NotCi eft dévelopé ôc démontré dans tout Traité 
des Seftions coniques. On peut confulter celui que 
nous avons donné dans la troifiéme édition de no- 
tre petit Di£lionnaire de Phyfique en' 2 volumes 
jn-8'^, imprimé àAivignon chezia Veuve Girard 
en l'année 1767. On peut encore confulter le 
Traité d'es Seâions coniques de l'Abbé de la 
Caille , & le Commentaire que nous avons donné 
de ce Traité dans notre Guide des jeunes Mathé- 
■mathiem , imprimé à Avignon chez la même 
Veuve Girard en l'année 1765. 
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NOTE VI 
L ES deux queftiûns fuivantes jetteront un grand 
jour fur Yartide 9 , page 1 4. 

Première Quejlion. Comment peut-on démon- 
trer que les triangles »ïRM,MPT,( Fig,. 3 . VI. 
I . ) font femblables l 

Réponfe. Les deux triangles wîRM , MPT ont 
d'abord un angle droit chacun , l'un en R, l'autre 
en P. Ils ont enfuite l'angle T égal à l'angle M , 
parce que le côté infiniment petit M»ï étant con- 
fondu avec la ligne MT prolongée , & cette ligne 
coupant les deux parallèles T P , M R j iï eft im- 
pôffible que l'angle extérieur M ne foit pas égal à 
l'angle intérieur T ; donc les deux triangles twRM, 
MPT font équiangles ; donc ils font femblables ; 
donc ils ont leurs côtés homologues proportionnels. 

Seconde Quejîion. Comment la connoiflance de 
la foutangente PT, ( Fig- j. P/. i . ) » peut-elle con- 
duire à la connoiflance de la tangente MT. 

Réponfe. En connoiffant la longueur de la fou- 
tangente PT , l'on a le point T auquel doit abou- 
tir la tangente demandée. Le point M d'où cette 
tangente doit partir , eft donne de pofitioni donc 
en connoiflant la longueur de la foutangente PT, 
l'on a les deux points extrêmes de la tangente MTj 
donc la connoiflance de la foutangente PT con- , 
duit nécefîairement à la cMinoiflànce de la tan- 
gente MT , parce que d'ua point quelconque à un 
point quelconque on peut toujours tirer une ligne 
droite. Four trouver donc facilement une tangai- 
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te quelconque MT, il ne s'agit que de fçavoir 

manier la formule générale ■^ = P T , en difR- 

renctant l'équation de la courbe à laquelle on 
veut tirer une tangente. 

NOTE y IL 
L* o N apprend dan'^ l'article 1 1 , pag. 1 5 . à tirer 
des tangentes à des paraboles & à des hyperboles 
de tous les genres. Il s'agiç d'abord de tirer une 
tangente à une courbe dont l'équation eft ax — yy. 
Cette courbe eft évidemment ( Note 5. m«w. i. ) 
une parabole ordinaire dont y eft une ordonnéç 
quexonque, x rab'fciffe correfpondante , Ôcâle 
paramètre. En différentiant l'équation ax = yy , 
l'on trouve tout de fuite que dans cette courbe dx 

z=.^^-^. La foutangente PT eft dans toutes les 
courbes égale à ~~. Mais dans la parabole ordi- 
naire àx r= -^-^ i donc dans la parabole ordinaire 
l'on aura P T = ^^ = ^. Dans cette mêma 

ady a. 

parabole l'on a yy= ax i donc -^ ==: — = zx ; 

donc dans la parabole ordinaire la foutangente 
PT = 2x — 2AP , t Fig. 3. P/. I ) i c'eft-là le 
num. I. à.z\ article ri. 

henum. 2. du même article apprend à tirer une 
tangente à une courbe dont l'équation eft aa — xy. 
C'eft-là ( Note 5 , num. 20. ) l'équation de l'hy- 
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perbole ordinaire rapportée à fes aflymptotes. 
Cette équation différentiée devient, à cauie de ïa 
conR3LnKa,_ycix + xdy = o; doncj'i^x^ — xdyi 

àoacdx:= — !^-^. La foutangentePT eft dans 
toutes les courbés égale à ^ 5 donc l'on aura 

dans l'hyperbole ordinaire PT = ^ = 

^x;donc en prenant PT:=PA, (Fig. 4.PI. 1), 
& en plaçant PT du côté oppofé au point A , Ton 
aura la longueur de la foutangente à laquelle ré- 
pond la tangente MT. Iln'eftpasnéceffaire défaire 
rémarquer que le point A eft le point d'interfec- 
tion des deux aflymptotes de l'hyperbole repréfen- 
tée par la figure 4 delà planche i. Il eft encore 
moins néceflàire de faire remarquer que les Géomè- 
tres font convenus de défigner les portions oppofées 
des lignes par les fîgnes H- & — . SiPT=;-f-x, 
lorfque le point T eft au defllis du point A , c'eft- 
à-dire , au deflus du point de l'origine des x ; l'on 
aura PT = — x, lorfque le point T fera au def- 
fous du point A. Ce font là des connoiflances que 
l'on doit fuppofer dans tout homme qui entre- 
prend de lire un Traité aufli difficile que celui des 
Infiniment Petits. 

Le num. 5 de l'article 11. demande un long 
Commentaire- Pour le rendre plus clair , nous al- 
lons le renfermer dans les ré ponfes aux queftions 
. fujvantes. 

Première Quejîion. De quelle efpéce de para- 
bole parle-t-on au num. J àQ\'article 1 1. 
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iïrpowyê. M. le Marquis de l'Hôpital parle, au 
num. 5. de Vartide 1 1 , des paraboles d'un genre 
fupérieur , puifqu'il a parlé des paraboles ordi- 
naires , au num. i du même article. 

Seconde Quejlion' Pourquoi , dans l'équation 
générale j'" = .v , M. le Marquis de l'Hôpital ne 
fait-il pas mention du paramètre de la courbe ? 

Réponfe. Parce qu'il fuppofe ce paramètre == 1 * 
Or IX =*:'& comme toutes les puiflances de i 
donnent i ; fi jj = i , l'on aura px r; x , p'x = a? » 
P'x == X &c. 

Trojficme Queflion. Comment l'équation gé- 
nérale;/" = X peut-elle convenir aux paraboles 
d'un genre fupérieur , puifque nous avons aflîiré 
(^num. 24 & 25 de la Note 5.) que ces courbes 
avoient pour équation générale j» ""*""== p*"*"» 
oXxy ■ "^ ■ := p" x". 

Réponfe. 1°. Nous verrons dans la réponfe à 
la queflion 5^. , que lorfque l'expofant nt eft un 
nombre fraftionnaire pofitif plus grand que l'uni- 
té j l'équation j/*" ^ x équivaut à l'équation gé- 
nérale^""*"" ^rzip^x". 

2°. L'équation >"=: x équivaudra à l'équa- 
tion j'"'^"= p"x'*', fi l'on fuppofe que l'expo- 
fant m que donne à j/ M. Le Marquis de l'Hôpi- 
tal , eft égal à l'expofant de x qui eft i , H- à 
l'expofant du paramètre qui multiplie x. En effet , 
fuppofons w :^ 5 ; l'équation _>-" = x deviendra 
y = I* x' , c'efl-à-dire , le cube d'une ordon- 
née quelconque eft égal au produit de l'abfcifTe 
correfpondante par le quarré du paramètre égal 
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DES Infiniment Petits. 187 
à l'unité i ce qui efl en effet l'équation à une ef- 
péce de paraboles cubiques. 

Quatrième Quejïion. La yaleur générale de la 

foutangente P T étant ^ , comment peut-il fe 

faire que PT devienne = mx dans les courbes 
dont l'équation eft_y° = x. 

Réponfe. Le calcul fuivant va fervir de folu- 
tion à cette que ftion. >" == x , donc la différence 
de y" fera égale à la différence de x , donc 
jjiy'" ' djf =.dx i donc en faifant entrer la nou- 
velle valeur de dx dans la formule générale -^ , 
Ton aura F T — yjl^!SL^Zlt == ^j,<^. Mais j." 

^ X , par kypothéfe , donc «t^" = mx i donc 
PT = mx. 

Cinquième Quejïion. Comment l'équation y * 
= x, peut-elle devenir j'* =axx? 

Réponfe. EUe le devient par le calcul fuivant. 

1 ». 

_y*=zxi donc Vy =^ ( Note 4*. quefiion a.) 
doncj/' =r XX ; donc j/' = ixx ; donc , en fai- 
fant le paramètre i = <« , l'on aura>* ^ axx ; 
donc^ '"*"*= a' X* ; donc^""*"".^ «"ar". 

i 
L'on trouvera par la même méthode quej''=x, 
1 
devienty* = flxxx. En effet, j/* =r x , donc 

|/y=ix, donc^*= XXX ^ donc^'*= ixxx, 
donc ^* r=; flxxx , doncj» '"'"' = a' x' , donc 
>'"'^°=^a'°x", donc nous avons eu raifon d'af- 
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fuferdans la réponfe à la troifieme queftiori , <J«ô 
lorfque l'expofant m eft un nombre fraftionnaire 
pofitif plus grand que l'unité , l'équation >'°=^x 
équivaut à l'équation générale ^'"■*"' =:p° x". 

Sixième Queftion. Comment péut-ôn prouver 
quej* *=x donne l'équation a} = kyy , la- 
quelle équation convient à l'hyperbole cubique 
rapportée à fes aflymptotes { 

Réponfe. i°. Il faut fe rappellfr que aa i=xy 
eil l'équation à l'hyperbole ordinaire rapportée 
à fes aflymptotes (Nofe 5^. MHOT. lo.) 

ïo. j/~* = x,.donc-^ = X ( Note 4^ quef^ 

tion I. ) donc i = xy^ j mais dans le cas pré- 
fent \ =a] , puifqu'on ne peut pas avoir aa^=xy, ' 
fans avoir a} = jyy , donc y * :i= x équivaut 
à xyy = a'. 

Septième Quejlion. D'où eft tirée la proportion 
dx : dy :: my" ' : i ? 

Képonfe. Cette proportion eft tirée de l'équa- 
tion my"" 'dy = dx. En effet, vous aiu^ez cette 
équation , en multipliant d'un côté les extrêmes^ | 
de l'autre les moyennes de la proportion donnée. 

Huitième Quejlion. Pourquoi , en fuppofant y 
=: o , la raifon de dy à dx eft-etle infiniment 
grande , iorfque m furpaffe i ? 

Réponfe. Lorfque m furpafle I , l'expofant 
jn — I eft un expofant pofitif. S\y = o ^ & que 
m — I foit un expofant pofitif, le terme my' ' 
devient • donc la proportion dx :>.dy : : yny ** ' 
: i devient dx : dy :: 0: i , q\x d} : dx:i i : o. 
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Mais I eft infiniment plus grand que j donc dy 
eft infiniment plus grand que i^x ," donc , en fuppo- 
fant^ = (j , la raifon àt dy 2. dx eft infiniment 
grande , lorfque m furpaffe i . 

Neuvième Quejlion. Pourquoi , en fiippofant 
^ = j la raifon àt dy ^ dx eft-ellc infiniment 
petite, lorfque m eft moindre que j f 

Rêponfe. Lorfque m eft moindre que i , l'ex- " 
pofant m — 1 eft uft expofant négatifi Suppofons 
pw = j , l'cxpofant m — i fera ■ — 7 , 6c le terme 

»y'"~"'fcchangeraenij'~i=:=-p-f— { Note 4^ 

quêfl. i.) Suppofons maintenant j/ = , le ter- 

tne ^ — r— fera - ; donc eh. fuppofant> =^ o , & w 

moipdreque i j le terme my" ' deviendra - , 

6c la proportion dx: dy •itmy"' ' : i fe changera 
en celle-ci dx :dy :: l: ï ^ ou dy : dx : : i : l- 
Mais I eft infiniment plus petit que 5 , parce que 
D eft contenu une infinité de fois dans i ; donc , 
en fuppofant j' ::= , la râ,irofi de dy à dx eft infi^ 
riiment petite, lorfque ?» eft moindre que i. 

NOTE f^JIJ. 
J_/ A fofmule générale P T = ^ s'applique 

dans l'article i î , pag. 17 , à des ellipfes de tous 
les genres, La première elHpfe à laquelle on l'ap- 
plique, eft' une elUpfe ordinaire (Nofff 5.mw»ï. 6), 
puifqu'on fuppofe que la courbe A M B , {Fig. 5, 
X 
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PL I ) , eft telle que le reftangle fous les abfciffes 
AP s PB eft au quarré de l'ordonnée PM, comme 
le grand axe A 6 eft au paramètre A D ; ce qui 

donne l'équation ^ = ax — xx, en faifant le 

grand axe A B = a , & le paramètre A D ^ i. 

Cette équation dilFérentiée devient — ^ - ^ z= adx 

— 2xdx ; donc dx ^ ^"^ ^, . Mettons cette 
nouvelle valeur de dx dans la formule générale 
PT = ^,roi.trouyeraPT= ^JS^—^ 

dy ^ ■ ah — ihx-Kdy 

— r \^ Y' ^^*^ l'équation de l'ellipfe AMB donne 

-4^ == «x - XX \ donc , ^^ , ^ ; , 

o ah — ibx a — IX ' ! 

donc PT = °"^~'^\ Mais AT=PT - AP = 



, .„ ABxAP 

donc A T = -.-5 — —TT.- 

L'on apprend enfuite dans le même article 1 2 
à tirer une tangente à une ellipfe d'un genre fu- 
périeur. L'ellipfe qu'on fuppofe eft telle , que le 
cube de AP x le quarré de PB eft à la cinquième 
puiffance de PM , comme le diamètre AB eft au 

paramètre A D*; ce qui donne l'équation '—- 

, :^ ayi , . _ 

= x^ Xa — x jOU ^=2 x'Xaa~2ax-i-»x > 
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OU enfin ~- =aax^ — 2flx*-|-x*. Cette équation 

difFérentiée devient ^^-^ = :^aaxxàx — ^ax'dx 

-t- sx*àx ; donc dx = — ^ ^% ^ — ^. Fai- 
fons entrer la nouvelle valeur de dx dans la for- 
mule générale P T = -^ i nous aurons 

( jaatx' ~ Saix' -h ^bx* ") X dy Jaaix' — Saix'-t- jij(4 

= F T. Mais — = aax^ — 2ax^ +x' ; donc en 
fubftituant cette nouvelle valeur , l'on aura PT 
= — -j ~— i & en divifant le numé- 

Jaax^ — Sax> -+■ 5** 

rateur & le dénominateur de cette dernière frac- 
tion par axx — x* , l'on aura pour quotient P T 

= ^^"-^"^ .MaisAT^PT-AP^ ^""-^"" 
5a — Sx Ja — Sx 

Sax — Jxx — JiM? -+- ^xx 2ax 

3a — SX ^™" 3«~^* ' 

donc dans l'ellipfe dont il s'agît , l'on aura AT 
_ 2AB X AP 
~ jaB— jAP' 

L'on pourroit demander ici de prouver que le 
numérateur ^aap^ — loax^-t- 5x' divifé ^at axx 
— x' donne pour quotient <)ax — i^xx. La preuve 
fe préfente d'elle-même. Multipliez le divifeur 
axx — x' par ^ax — çxx, vous aurez pour produit 
le dividende 5flflx'=— iOflx*-t-5x'i donc le nu- 
mérateur 5a«x' — lo^ix*-*- 5x' divifé par axx — X* 
donne pour quotient ^ax — çxx. 
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L'on prouvera de la même manière que le dé- 
nominateur ^aax* - 8ax' -+- 5»^ divifé par axx— x' 
donne pour quotient ^a — •jx. 

M. le Marquis de l'Hôpital termine Varticle i 2 
par une formule générale appliquable à toutes les 
ellipfes dun genre fupérieur. Cette formule géné- 
raie eft {Note 5 , num. 23 , 24 , 25 ). -^ ^ 

= x" X a^x °. Tout ce qui peut arrêter un Com- 
mençant dans le calcul de cette formule , eft 
éclairci dans les queftions fuivantes. 

Première Quejlion. Q.u elle eft la divifion qui a 

donné le quotient "*"*""* ^^ ^^^ tiré de la fraàiori 



mx Xa X — na x XX 

Répoïjfe. 1°. Le numérateur de lafraftion d'où 
ce quotient eft tiré , eft mn-nx" x a — x". La 
quantité m + nx" a été divïfée par x" '. En efïet 
jn-i-Tix"" divifé par x" ' donne m-t-nx'" ■■-♦-' 
= nt-Hnx' = m-+-/ix. Pour la quantité a — x' , 
elle a été divifée par a — x' ' , puifqûe a — x' 
divifé par a - x° ' ^a-x" "*' =:^^r^' =a — x. 
2». Le dénominateur de la fraâion qui a donné 
le quotient dont on parle , eft wx" ' x a — x 
■ — na — âc° ' X x"". Ce dénominateur eft comme 
compofé de deux parties j la première eft mx" ' 
X a — x'- La première quantité de cette première 
partie , c'eft-à-dire , mx" ' a été divifée par x"~ ', 
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ce qui a donné m pour quotifnt. La féconde quan- 
tité de cette même partie a été divifée par 
a — jc° '' i ce qui a donné pour quotient , com- 
me ci-deffus , a — ». Auffi le quotient total de 
cette première partie eft-il m x a — x = ma. — ». 
La féconde partie du dénominateur en queftion 
eft ~na — X ' X x". L'pn a dïvifé — na-^~ ' 
par A — X ' , & l'on a eu pour quotient — »• 
L'on a enfuite divifé x'parjc"""' , & Ton a eu, 
comme ci-deflUs , pour quotient x' = x. Auflî le 
quotient total de cette fécondé partie eft-il 

■ — » .X ^ = — nx. 

■ • 5". Si P T = "■H-.^x. — X j,^^ ^^^^ évidem- 

•' ma — * — nx 

ment PT = '"~*~"^'"'~~ - ' ' =z '"'^."l"'. "-. 



Seccinde Qaefiion. Comment a-t-on trouvé AT 



Ma — m — n* 

Réponfe. AT = P T — A P = 



ïH-nax — m — nXX 



! — m — nX 



m -i- nax — m~nXX — max H-» 



ma — m — nX 

^:^ — ""^ — fà caufe des quantités qui fe dé- 

truifent dans le numérateur. 

Corollaire^ Toutes les .opérations que nous ve- 
nons de faire dans cette Note 8 prouvent qu'il eft 
S3 
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ptus facile de manier une équation qui a des chif- 
fres pour expofants , que d'en manier une dont les 
expofants lonc des lettres. 

N O T E 1 X. 
1/ ARTICLE 1 î , pag. 1 8 eft pour l'hyperbole, 
ce que l'article précédent a été pour l'ellipfe. Voici 
quelques remarques qui ferviront à l'éclaircir. 

I*. Laleôure delà Nore 5e , convaincra tout 
homme qui eïl au fait des Sections coniques , que 

réquation 2L- — = x" x a-t~ x" eft une équation 

générale à toute hyperbole dont on fait le grand 
Ase A B , ( Fig. 6. PI. i ) , = a , & le paramètre 
r= b. Cette équation maniée comme celle de Tel- 
lipfe dont elle ne diffère que par les fignes , fert à 
trouver les tangentes finies de l'hyperbole. 

2°. L'afymptote eft la tangente infinie de l'hy- 
perbole , c'eft-à-dire , la tangente d'une hyper- 
bole qu'on fuppofe. s'être élargie à l'infini. La li- 
gne C E , par exemple , ne peut être regardée com- 
me tangente de l'hyperbole A M , ( F/g. 6. PI. i ) , ! 
qu'autant qu'on fuppofera infinies l'abfciffe AP = x, 
& l'ordonnée PM =j'. Dans, cette hypothéfe ré- 
quation - — "'^f devient d'abord ""* , 

■* ma~i- m-h nx m -+- nx 

parce, que ma eft infiniment petit vis-à-vis m~t-nx 
(Notç a , num. 4 ). Mais =St^ = — il— a - 

donc dans cette hypothéfe AT devient — 2 — ^, 
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Mais en confidérant , C E comme tangente ., AT , 
devient A Ci donc 'en confidérant CE comme 
tangente , l'on aura A C = ^_^^ "■ 

3°. Pat la même laifon l'équation générale 
'f^' ,—-x''x T^x deviendra , à caufe du ter- 
me infiniment petit a vis,à-vis le terme Jnfini- 
ment grand X , ^^^-j — = x"Xx',ou ^ =x" " 

ou enfin a/"^" =^'^"'^°- , , 

40. Si l'on fait »7 + 11 = f . l'o" '■^^ ay' = tîc'. . 
5°. Si l'on extrait la racine f des -deux membres. 

de cette dernière équation , l'on aura V.'^'. 

parce que lés conftantes y/ a Si.y'h^ n'ont point 
de différence ; donc àx: ily::Va:Vb. 

6». En fuppofant la ligne CE prolbngée à l')n^, 
fini, on concevra au point oil l'afymptote CE 
rencontrera l'hyperbole A M, un triangle mfim» 
ment petit qui fera femblable au triangle C AE j 
c'eft-à-dite , qui fera vis-à-vis le triangle C A E , 
ce que le triangle infinimen^ petit MKm , ( Fi«. 
3 PI I ) , eft vis-à-vis le triangle T P M. L on 
pourra donc dire du triarigle infiniment petit idéal 
MR)» & du triangle fini C AE, que ces deux 
triangles ont leurs côtés homologues proportion- 
nels idonc MR:«R.--:CA:AEidonc</)(;^* 

: : C A : AE. Mais ( num. •i) tlx : dy: ■■V'i' ■.yl; 
S4 
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àpnç\/a:ybi : CA • AE- Mais(BS»). î) CA i 
;== — - — a =^ - « ; donc ya ; yb ; ; - a : A E ; 

/B-f-rt /> F 

doncAE = l^Sdo„ç AE = i^, 

donc A E = — yhà' "^ ' ; donc connoiffant CA, 

11 feratrès facile de trouver AE, & de tirer par les 
points C & E rafymptote G E. 

7°. Dans l'hyperbole ordinaire où «* ;;= i ^ 

w = i , la formule A C = •. — — a =: - d de- 

vient AC = f'i=7AB, c'eft-à-dire , l'afymp- 
tote doit partir du centre du grand axe A B. 
. §". Dans l'hyperbole ordinaire , la formule AE 

n '/ n "+» 
;= — yba' ' === .- l/ba' -+-■• — ' devient 

fiEz=i'^ha'-*"~'=\-[/ba. " 
- g*^. Dans l'hyperbole dont il s'agit ici , l'on a 
fj^it le grand axe :== <i & le paramètre = b ; donc 
le petit axe fera == |/^7 , parce que dans l'hyper- 
bole legrand axe : au petit axe : : le petit axe - au 
paramètre ( Note 5 . tium. 19); donc en faifant le 
petit axe=c. l'on aura« : c: : c: ij donc«' = flii 
donc c ==: '[/ah j donc fi A E =r= | \/ab , il faudra 
que la ligne A E par l'extrémité de laquelle paf-f 
fera l'afymptote C E , foit égale à la moitié du p& 
îit axe de l'hyperbole donnèç, 



n,g,t,7.dt,'G'OOglc 



DES Infiniment Petits. t^^ 

NOTE X. 
L'on fuppofe dans l'article 14, pag. 19 une 
courbe quelconque AM, {Fig. 6. PI. i.) dont 
l'équation foity — x' = axy i l'on apprend dans 
cet article à tirer à cette courbe des tangentes fi- 
nies 8c ipiinies , les réponfesaux quellions fui vantes 
le mettront à la portée de tout le monde. 

Première Quefiion, Comment a-t-on trouvé 

dy 3XX -i~ ay 

Réponfe. La difKrence de l'équation donnée 

.étant lyydy — ^xxdx = axiiy -f- aydx , l'on aura 

s^dy — axdy = ^xxdx ■+■ aydx ; donc dx . 

__. iyy_2. Z, Mettons cette nouvelle valeur 

Sxx-hay 

dç rfxdans l'équation PT =^-^ , nous aurons PT 

^y^dy — axydy g^î — gxy 

ixx~t-ayxdy ^xxr^ay . ■ 

Seconde Quejlion. Comment a-t-6n trouvé AT 

* ^xx -+• ay 

Répmfe, AT = PT — AP=^ 



3** -*- ay 

3y' -'Vy — iHXX—dxy jiy! ~}«) —laxy 

jxx -+ ay "~! ^xx -+■ ay 

Mais y' — jx' = 3«jy/ , puifque far hypothêfc 
y -X' =4xy ; donc l'on aura ?/'-?»' -""y 

jxx -+- ay 

= 'Z~!.7 = ,-^î2- = AT. Voilà pour 

^xx -H ay ^xx -^ ay * 

îe§ tï^ngentes finies. 
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TToifieme Quefiion- En ^ifant t =r — ^^ — - 

comment a-t-on trouvé y == ^ î 

Réponfe. Le calcul fuivant le fera toucher au 
doigt. /== — ^^ — î donc pxx + aty = axy ; 

donc ^txx^axy-'atyi donc^= -—-—.Mais en 

fuppofant X infini , l'on a ax — at = ax(^ Note 1 , 
num. 4 ) ; donc dans cette hypothéfe l'on aura y 
yxx j« 

ax a 

Quatrième Queflion. Comment a-t-on trouvé 
ACc=f = ia? 

Réponfe- Un l'a trouvé par le calcul fuivant. Par 

hypothéfe l'on ay — x* = axv- Maisj/ = ^ — , 
donc l'on aura ^^^^ x* = ^^^ ; donc 

-i- j r = 5fxx; donc 27f'x' — dV = ^a'txx ; 

donc 27/'x' — ^hxx == a'x'. Mais à caufe de l'in- 
fini du troifieme ordre x', l'on aura z/ï'x' — 3a'fxx 
= 27ïV ( Note 2. num. 4. ) î donc J7f'x' = a'x'i 
donc px = flx , parce que les deux racines cubiques 
de deux cubes égaux font égales ; donc p zz a ^ 

donc t = ^ = 7 a i donc le point d'où doit partir 

l'afymptote C E eft trouvé , puifque A G doit être 
le tiere de la ligné donnée a. 
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Cinquième Quejlion. Comment a-t-on trouvé 

Réponfe. Au point où l'afyitlptote CE, (Fï^. 
6. PI. i^t touchera la courbe. Imaginez , comme 
dans la Note précédente , nunt. 6 , un triangle ia- 
Animent petit M R.»> dont les deux côtés àxècdy 
feront en proportion avec les deux côtés AT & 

ASdu triangle TAS. Mais AT =^ — x 
=.- — ~ ^ ; donc l'on pourea dire dx : ày. t 



donc AS X Jx^ydx — xà}i ; donc AS = ^ ^ — ^ 

Sixième Quejlîon. Comment a-t-on trouvé AS 

Réponfe. 1°. L'on a trouve \quefl. i. de cette 
note ) ■^ydy — axdy = ^xxdx -4- aydx ; donc dy 

Jxxdx M- aydx 

2°. A S = j/ — ^ ( quejîioit précédente ) donc 
AS=j,_lx* = ^ - f X ?"■'' * V^ 

dx -^ "^ dx Jyy — ax 
^x^dx — axydx jjc^ — axy 
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Jy^ — aity — ^x^ — axy ^ y^ — ^x^ — gàucy 

Syy—ax 3xr — «« 

3°. Par hypothéfe , y^ — x' = axy i donc 5^ 

— jx* =: zaxyi donc fi AS = ^^ . "^ ^^ " ^'^^ , 

■* J -" ^yy — ax. ' 

Ton aura A S ^ jaxy— ^ __ — ax^ — ; doac 

3J7 — "^ 3yy~ttX 

en faifant A S ^ x , l'on aura s = — ^^^ — . 

3yy-'ax 

Septième Queftion. Comment a-t-on trouvé s 

Réponfe. i\ s — ■~^^; donc ^syy— asx 

zz^axy'i Aonc axy -\- asx = 2îyy :doncx= ^^ ' . 
x". En fuppofantj/ infini , l'on aura ay-^as = ay 
( Nme ». »a»î. 4. ) donc x = ^^ =:r ^. 

■^ ay a 

3°. L'équation à la courbe en queftion efty 

— x' = axy ? donc elle fera/ — ^^'^^^ = -^syy ; 
donc ay — i/j^' =: ja'jj/^ i donc «'>' t= 27jy 
-H ja'jjy. Mais à côté de l'infini du troifieme ordre 
y , le terme ^a'sjfy devient nul {Note 2. num. 4); 
donc l'on aura i/jy = «y i donc l'on aura par 
l'extraÊtion de la racine cubique , ^syz=ay ; donc 
3'=-^; donc îJ=a;doncj = -;doncT=ia j 

donclorfqueASdevientAE, l'on aura AE='a; 
donc en prenant les lignes A C , AE égales cha- 
cune au tiers de la ligne donnée a , & en menant 
par les points C & E la ligne indéfinie C E , Ton 
aura l'afymptote de la courbe A M. 
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Remarque. C'eft ainfi qu'il faut lire les autres 
propofitions de ce Livre , fi Ton veut en faifir toute 
la beauté 6c toute Tutilité. Dans les Notes fuivan- 
tes nous nous occuperons moins à faire des cal-, 
culs , qu*à donner une idée nette de certaines 
courbes dont M. I^ Marquis de l'Hôpital fuppofe 
que fon Leâeur a une connoiffance parfaite. Ces 
courbes font la cycloide , la fpirale , la conchoide , 
la cifToide , la logarithmique , &c , &c. Par là 
nous rendrons un véritable fervice aux Commen- 
Çans qui ne fcauroient trop s'exercer à trouver , 
fans le fecours d'autrui , la marche que notre in- 
-çpmparable Auteur a fuivie , pour arriver à telle 
ou telle équation, 

NOTE XL 
A V A N T que de lire l'article 1 5 , pag. 2 1 , il eft 
néceflaire de fe former une idée nette de la Cycloi- 
de que • l'on appelle quelquefois Roulete , & quel- 
quefois Trochoide. C'eft une courbe produite par 
une entière révolution d'un globe ou d'un cercle 
fur une ligne droite. Imaginez-vous donc un cer- 
cle qui roule fur une ligne droite, par exemple ^ 
fur une ligne horizontale. Lorfque tous les points 
de fa circonférence fe feront exaûement appliqué 
fur cette ligne , il aura décrit une courbe à laquelle 
on a donné le nom de Cycloide. Le P. Merfenne 
s' eft apperçu le premier que le clou de l'une des 
roues d'une charéte décrivoit dans l'air une Cy~ 
eloide , parce qu'il étoit animé de deux mouve- 
ments fimultanés , l'un en avant en ligne droite > 
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l'autre circulaire autour de l'eifîeu de la roue. 
;Cette découverte fut faite en 1615- La Figure 7 
de la Planche i repréfente iine dcroi-cycloide. Sa 
demi- circonférence CM A a été produite par la 
révolution de la demi- circonférence circulaire 
A P B fur la ligne C B. Cette ligne CB , néceffai- 
rement égale à la demi-circonférence APB , s'ap- 
pelle la hafe de la demi-cycloide CM A. Elle a 
pour axe le diamètre AB du ctrclç générateur , 
c*eft-à-dire , du cercle par la révolution duquel 
elle a été produite ,• pour fommet , le point A ; 
& pour tangente au point M , la ligne M T pa- 
rallèle à la corde AP. Il eft démontré que le coii- . 
tour de la cycloide eft quadruple du diamètre de 
fon cercle générateur ; l'on a donc la courbe 
CM A double du diamètre A B. Il eft encore 
'démontré que ï\ d'un point quelconque M de 
la cycloide C M A , on mené une ligne quelcon- 
que M P Q. parallèle à la bafe C B , & qui coupe 
«1 un point quelconque P le cercle générateur 
APB décrit fur l'axe A B i il eft démontré , 
dis-je , que l'arc de cercle A P qui dans cette oc- 
cafîon prend le nom de coupée , eft égal à la 
droite MP que l'on regarde comme Yappliquée 
correfpondante 4e la coupée dont nous venons de 
parler. Il eft enfin démontré que la corde A P 
de la eoapée A P eft parallèle à la ligne M T 
tangente au point M de la cycloide C M A , & 
que cette même ligne MX a pour Ibutangente 
la ligne PT tangente du cercle au point P. 
Toutes ces vérités font démontrées dans tous 
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les Traités complets de Méchanique, & nom-. 
mément dans celui de M. l'Abbé de la Caille , 
pag. 180. art, 515 & faiv. Rien donc n'eft plus 
facile que de trouver l'équation à la cycloide. 
Nommons pour cela x la coupée AP , y l'appli- 
quée MP, b la bafe CB, & a la ' demi - cir- 
conférence A F B i nous aurons x:jn: a: b y 
parce quex=^ , Ôl a =:bi donc bx=ay jdonc 

X = ^ i & c'eft là l'équation à la cycloide fiin- 

ple , dont il eft queflion dans cette féconde pro* 
pciition ; & en général dans toute cycloide la 
.circonférence du cercle générateur ejEl à la bafe , 
comme la coupée eft à l'appliquée. 

NOTE XII 
V^'UOiQu'iL ne s'agifle daa$ les articles ly 8c 
1^1 P'^g- 2 2 que de la cycloide fimple , il eft bon 
cependant de fçavoirce qu'il faut entendre par cy- 
cloide allongée , & par cycloide accourcie. Dans la 
première la bafe eft plus longue » & dans la fécon- 
de elle eft plus courte que la ciroMiférence du cer- 
cle générateur. Voyez-en la formation phyfique 
dans i'oïdroit de la Méchanique de M. l'Abbé de 
]a Caille que nous avons indiqué dans la Note 
précédente. Ce qu'il faut remarquer ici avec at- 
tention , c'eft que dans la cycloide fîmple l'on a 
néceflàireinent MP r= PT , ( Pig. 7, VI. i)^ parce 
queMP = j/, &quc PT =31 devient = j» 
dans cette courbe , à cau^ de«» = i. M. le Mar- 
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quis de l'Hôpital a donc raifon de dire ( a¥f. i S ^ 
que dans la cycloide fiftiple le triangle MPT eft 
ifofcéle. Il a encore raifon de dire que l'angle 
APQ.> eft mefuré par la moitié de l'arc AP, 
parce que fi le cercle APB étoit fini » l'angle 
APQ.infifteroit fur un arc de cercle égal à l'arc AP. 

NOTE XIII 
J * ARTICLE 21, page 35 préfente deux -dit 
ficultés- L'on dit i**. que puifque PT eft^^^ , il 

fera '^" . '^'^"y , Cette valeur ne coûtera pref- 

mt-^x'^ — nsi^x" , ^ _■ 

que rien à trouver , fî Ton prend garde qUe l'équa- 
tionm-^ny ^ 'ay=L—^ -^ 

donne naturellement dx=:- '"„ „ "'-*' — ^— . -^ -« ' 
L'on fera entrer cette valeur de dx dans ^^^ , Si 

xdy 

l'on trouvera à t'inftanc ce que l'on cherche. 1 

La féconde difficulté que préfente l'article 2 1 
eft beaucoup plus confidérable. M. le Marquis de 
l'Hôpital y avance que fileacourbes AQjC, BCN, 
{Fig. 8 , P/. I ), devenoicnt des lignes droites, 
la courbe M C , feroit alors une des Sedions co- 
niques à l'infini. M. Varignon a rendu cette re- 
marque fenfible par les Figures 165 & 164 de la 
PI. 8. fur lelquelies il faut continuellement . avoir 
les yeux Soit , dit il , un triangle quelconque rec- 
tiligne ECF , dont C foit le fommet, EF la bafe, 

et 
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& CE , FC les deux côtés , lefquels repréfentent 
les deux courbes A Q.C , B C N dont ils étoient 
auparavant les tangentes- Des points N d'un des 
côtés C F , pris & prolongé à dîfcrétion , foient 
autant de N P parallèles à C D , lefquelles ren- 
contrent la bafe EF en P , & l'autre côté en Q, 
Soit pris enfuite fur ,ces N P un point M , tel que 

l'on ait partout P q" : P M ": : PM °: P N ", je dis 
que la courbe M M C fera une des ferions coni- 
ques à l'infini. Il n'eft pas nécefîaire de faire re- 
marquer que m Se n repréfentent des expofants 
quelconques. 

- Dém. A caufe des parallèles P N , C D , l'on 
auraPQ:CD::EP:ED,&PN:CD::PF 

:DF;doncPQ":CD"::ÊP": Ëd", &PN% 
C D : : P F : D F ; donc , en multipliant par or- 
dre, l'on aura Pq"x PN" CD""^" : : Ë/?" x 
PF' : E^~x DF" . Mais , par hypothêfe , PQ" : 
Fm": : PM°: PN% donc PQ," x PN° =: 
P M ; donc la cinquième des proportions pré- 
cédentes fe changera en celle-ci , P M : 

cId""^': : ËP"x PF': Ëd"x DF' 

Suppofons maintenant m =z\ , & n = i , Ton 
auraPM*:CD* :: EPxPF : ED x DF , c'eft- 
à-dire , le quarré de l'ordonnée P M : au quarré 
de 1 ordonnée C D : : le reâangle fous les abfcif- 
ies qui correfpondeni à l'ordonnée P M : au rec- 
_ V " 
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tangle qui cowefpondent à l'ordonnée CD? ce 
qui cil le lieu à reUipfe & à Thyperbole ordinaires 

(A/ort 5 .nam.^Sc i6)i donc P M : CD 

: : EP" X P^": ED" x DF" eft le lieu à l'el- 
lipfe Se à l'hyperbole de quelque genre qu'elles 
foient; donc fi les courbes AQ.C, BCN, F/^. 
8. PI. u deviennent des lignes droites , la courbe 
MC fera alors une des feftions coniques à l'infini» 
fçavoir une ellipfe , lorfque l'appliquée C D , qui 
part du point de rencontre C , tombe entre les 
extrémités A , B , & une hyperbole , lorfqu'elle 
tombe de part ou d'autre. 

Enfin , M. le Marquis de l'Hôpital aflure que fi 
les courbes AQ.C , BCN deviennent des lignes 
droites, & que l'une des deux, par exerTjple, 
A CIC foit parallèle au diamètre A B , la courbe 
M C fera une parabole , parce que dans cette 
courbe les diamètres font parallèles à l'axe , & 
que la courbe AQ,C transformée en ligne droite , 
deviendra diamètre de la courbe MC qui aura 
A B pour axe. 

IfOTE XIV. . 
i_/A Propofition 5 , pag. 26 fuppofe la connoà'- 
fance de la fpirale d'Archiméde dont voici li 

.' conftruftion & l'équation. Divifez la circonférence 
A BCD, -F;g. 165- P/- 8, en un certain nombre de 
parties égales , par exemple , en 4. Faites-en de 
pême pour fon rayon <jA. Imaginez-vous enfuite 

' que le rayon aA parcourt en 4 inftants égaux la 
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circonférence A B C D , tandis que dans le même 
tems le centre a monte de a en A. Il eft évident 
que par ce double mouvement ce centre décrira 
la première fpirale a , i , c , rf, A. La féconde 
Aghif fera décrite de la même manière. Le cen- 
tre a devra monter jufqu'au point F, tandis que 
le rayon ^F parcoura la circonférence F G H I. 

Pour avoir l'équation à la première fpirale , 
nommons h la circonférence A B C D , à fon ra- 
yon a A, 8c fuppofons que le rayon a A parcoure 
l'arc AC , tandis que le centre a parcourt aN = ac. 
Dans cette luppofition nous aurons l'arc ACpour 
aWcifle, & ac pour fon appliquée correfpondante. 
Si Ion appelle cette abfcilTe x> & fon appliquée 
correfpondante ^ i l'on dira la circonférence 
ABCD parcourue en 4 inftants égaux ; au rayon 
a A^ parcouru dans ce même tems : : l'abfcifle AC 
parcourue , par exemple , en 2 inftants : à l'appli- 
quée ablz=.ac parcourue auflï dans 2 inftants j 
c'eft-à-dire , b: a::x:y , donc by^=axy donc 

^ = ^ , & c'eft là l'équation à la fpirale d'Ar- 

chiméde. Defcartes prétend dans le livre 2 de fa 
Géométrie que cette courbe n'eftque mécanique. 
Voyez la dilcuflion de ce point de Mathématique 
dans la vie littéraire de ce grand Homme, pag* 
30 1 & fuîvantes ; elle forme le premier volume de 
notre Traité de paix entre De/canes & Newton , 
3 voL in~ 1 2 imprimé ât Avignon chez la Veuve 
GiRAKD en l'année 1763. 

\ 3^ 
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NOTE XV. 
Xj a Propofîtion 6 , pag. 28 fuppofe la connoiC- 
fance de la conchoide de Nicoméde ; aulïï allons 
nous en faire la dercription , & aflîgner enfuite 
réquation de cette courbe. Imaginez-vous donc 
les lignes droites indéfinies A P , CBr , F/g. 1 66. 
Tl. 8 , qui fe coupent à angles droits au point B. 
Sur la première vous déterminerez A B & B P ; 
& après avoir pris le point P pour point fixe , vous 
ferez tourner autour de cette efpéce de pôle la 
ligne B A , de telle forte qu'elle paffe toujours fur 
la àireSlrice CBc. Dans toutes les pofitions <jue 
AP aura vis-à-vis CBc , vous couperez au deffus & 
au defibus de C B c les lignes CD, Cirf, rD, cJ 
égales à B A. La courbe qui joindra les point: 
D , D fera la conchoide fupérieure ; & celle qui 
joindra les points à , d fera la conchoide inférieu- 
re. Si l'on nommeBA,ii;PD,_v,*PC,x,*Vonaura 
néceffairement PD — P C = D C , donc P D - P C 
t= B A , donc_y — x == a ; & c'eft-là l'équation 
à la conchoide de Nicoméde- 

N OT E X y l 
J^'article 26, page 30 peut abfolumentfc 
patTer de commentaire. Si cependant Ton fe trou- 
voit arrêté fur la fin de cet article , l'on pourroii 
corifulter , non pas le livre j , mais la feftion 4 
de la partie i du livre 2 de la Géométrie de. Def- 
«artes commentée par le P. Rabuel Jéfuite , & im- 
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primée en un vol. ïw-4°. en 1750 à Lyon chez 
Duplain. Au refte la Paraboloîde dont parle M. le 
Marquis de l'Hôpital , n'eft pas le folide que les 
Géomètres appellent conoide paraboloîdç , c'eft une 
ligne courbe du troifieme degré formée par Tin- 
cerfefUoD continuelle d'une ligne droite & d'une 
parabole orà\m\ic. -Voye^Defcartes Ù fort Com- 
mentateur a L*endroit cité. 

NOTE X y l 1. 

Pour comprendre fans peine la propofition 8 , 
pag. ^ 1 , il faut Te former auparavant une idée de 
îa cilToide de Dioclés repréfentée par la figure 1 4 
de la planche 1. En voici la formation. L'on me 
donne le demi-cercle B A F avec la tangente infi- 
nie Bi. Du point F , je tire jufqu'à la tangente Bb 
prolongée à volonté , les lignes Ffc, F A que je 
continue mentalement jufqu'en V , F R que je 
continue mentalement jufqu'en r &c. Parmi les 
lignes tirées du point F à la tangente Bi , je fais 
enforte qu*il y en ait une, comme FA , qui pafle 
par te milieu A de la demi-circonférence B A F. 
•- Sur la ligne Fi , je prens FM = iN- Sur laligne 
F A prolongée mentalement jufqu'en V , je prens 
FA = AV. Sur la ligne FR prolongée mentale- 
ment jufqu'en r , je prens Ff = Rr ; la courbe qui 
paflèraparles points F, M, A,r fera laciRbide de 
Diodes- Dans cette courbe l'on a F M =iN , & 
lar conféquent Ft =: F N h- F M. L'on a encore 
"P ;= Pt , & par conféquent Fè = 2F P. Mais 
V3 



F 
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Ffc = FN + FM, donc FN -H F M = 2F P. 
Nommons donc avec M. de l'Hôpital F M^ , 
FN^,FPx,ron aura ^ H- ^ = 2x ; & c'eft-U 
réquacion à la ciffoide. 

NOTE xy 1 1 1. 

J_j A connoiflancc de la quadratrice de Dinoftra- 

te eft néceflaire pour rintelligence parfaite de la 
Propofition 9*=. pag. 54. Pour en faifir facilement 
la formation, imaginez-vous que tandis que le 
rayon AF , Fig. 17. PI. i , parcourt par un 
mouvement uniforme le quart de cercle A B , la 
tangente AH va parallèlement à elle-même k 
long du même rayon A F , de telle (orte que Io"rf. 
que le rayon A F le trouve avoir parcouru le 
quart , la moitié , les trois quarts de la circonfé- 
rence A B , la tangente A H a parcouru le quart, 
la moitié, les trois quarts du rayon AF ; la 
courbe A M G qui paflera par tous les points 
d'inttrfeûions du rayon A F & de la tangente 
AH , s'appe le quadratrice. Dinoftrate fon inven- 
teur s'en fervit pour trouver la quadrature appro- 
chée du cercle, l'our avoir l'équation à cette cour- 
be , nommons b le quart de cercle A B , a le ra- 
yon A F , >< une partie quelconque de la circon- 
férence A B parcourue par le rayon A F , x uns 
partie quelconque du rayon A t- parcourue pat 
la tangente A H , nous aurons par conjlrudtion b : 

ax'-y-.x, donc ta/ = ix , donc/ = — , équa- 

■p<mà la quadratrice. 
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NOTE XIX. 

J_i* ARTICLE 51 , pag. 56 â befoin de deux 
éclairciflements i on les trouvera dans lesrépon- 
fes aux queftions fuivantes. 

Quejiion i . En mettant pour x fa valeur ^ , & 

en dîvifant enfuite le tout par h — y \ comment 

I bss — yss bss ' ■ 

a-t-on trouve -^— = — i . 

an — dx aa . 

iiépoByè. i°.Ënftippofantx = ^ , l'on aura 



30. aa — ax- 



, = '!±I-^idonc^^i=^ fera- 

* ■ aa — ax 

égal à hss — j/ss divifé par — — 7-—^. 

}0. hss — yss divifé par t - " ' donne évi- 



demment 



éiss — byJi 



aab — aay ■-',... 

40. Divifez par h — ■/ le numérateur & le déno- 
minateur de cette dernière fra^on , vous aure; 

Seconde Quefiion. En fuppo/ant FT = — j 
comment peut-on . prouver que F t" eft troifiemà 
proporiionneUe à FG = y , &.:à F M == j î "; 

' y 4 
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Répon/è. La troifieme proportionnelle aux quan- 
tités — & J eft — , puifque -r- -.s :: s: — : donc 

N O T E X X. 

X-iES remarques fuivantes ne feront pas inutiles 
pour l'intelligence de l'article 32 , pag. 37. 

1°. On peut regarder »ïR, Fig- iB.Pl. 2 , com- 
me parallèle à MF , parce que l'angle MFR eft 
cft fuppofé infiniment petit , &par conféquent 
fenfîblemcnt nul. Par la même raifon les lignes. 
mS Se mO peuvent être regardées comme pa- 
lalléles , l'une' à M G & l'autre à M H. 

3.°. Le centre commun de gravité des poids 
appliqués en C , D , E , que j'appellerai les poids 
C, D , E , cft lepoint autour duquel ces poids 
étant fufpendus comme autour du point fixe d'un 
ïêvîer quelconque , refteroient dans un parfait 
équilibre. 

50. Pour trouv.er le centré commun de gravité 
des poids C, D,'E, je cherche d'abord celui 
des poids D & Ë par la régie fuivante j la ibmme 
des poids D Ôc Ë : à la longueur de la ligne qui 
marque la diftance de leurs centres : : le poids D 
;.à la diftance du poids Ë au centre commun de 
gravité que je cherche , & que je nomme x. Cette 
première opération faite , je raffemble mentale- 
ment les poids D & Ë à leur centre commun de 
gravité xi U pour trouver le centre commun de 
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gravité des trois corps donnés , je dis , la fomme 
des poids C , D , Ë : à la longueur de la ligne 
qui marque la diUance du point x au centre du 
poids C : : le poids C : à la diftance du point x au 
centre commun de gravité des poids C , D , E. Ce 
centre fe trouvera dans la ligne MP à laquelle 
font perpendiculaires les lignes CL,KD, lE; 
6e comme la tangente au pointM eft parallèle aux. 
lignes CL , KD , ÏE , il s'enfuit que MP eft per- 
pendiculaire à la tangente au point M ^ donc la 
perpendiculaire que l'on cherche pour la folution 
du problême propofé ,. eft celle qui paife par le 
-centre commun de gravité des poids C , D , E. 

N O TE. XXI. 
Des lignes a , h dont il eft parlé fur la fin de 
l'article 34 , pag. 44 , l'une h eft tirée d'un point 
quelconique de la courbe perpendiculairement à la 
diredlrice , l'autre a eft tirée du même point au 
foyer. Or il eft évident que dans la parabole a eft 
égal à fe , que dans l'ellipfe a eft moindre , & que 
dans l'hyperbole a eft plus grand que i. 

NO TE X Xll 
jyi. le Mgrquis de l'Hôpital affure à la fin de 
l'article 36 , page 45 ,.que MR , Fig. 25. P/. 2 , 

toucher au doigt, il aurait dû tirer la ligne O V, 
parallèle à Q.P ; il a été abfolument néceffaixe , 
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pour nous rendre intel iigible , d'ajouter cette ligne 
G V à la figure 2 5 . Cela une fois fait , voici conf- 
inent je raiibnne. 

i^. A caufe des triangles femblables OVS , 
OLR, l'on a OV :0L :: VS:LR; l'on a 
donc PQ.: PM : : VS : LBL Mais VS = QS - QV 
= as — OP; don c fQ.: PM : : aS — OP : LR ; 

doncLR = ''*^7^-r 

2». MR = LR + OP i donc M R =. 

PM XQS— OP-l-PQxOP 
PQ 
3°. P Q = P M 4- M Q. ; d onc M R = 

PM,Qs3rû?H-^OP_XPM-^MQ . j„„^ j.^^- 

aura , en étant les quantités qui fe détruifent 

MR=i MxQS-4-OPxMQ o „ j i, 
—^ ^. Prenez garde à la 

faute qui fe trouve à la page 46 ; elle ell marquée 
dans Verrata. 

NOTE XXI IL 
Ir o u R mettre à la portée de tout le monde 
Varticle 5,9 , pag. 48 , il eft néceflaire de faire 
conrioître la logarithmique repréfentée par la 
Figure 80 de la Planche 5, C'eft une courbe dont 
les abfcifles font les logarithmes des ordonnées , 
c'eft-à-dire , c'eft une courbe dont les abfcifles 
fuivent la proportion arithmétique , & Içs or- 
données la proportion géométrique. En voici la 
defcription. Sur la ligne KQ. qu'on pourra pro- 
longer à volonté, élevez les deux perpendiculai- 
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res PM , /«. Coupez P/ en deux parties égales 
au point p. Elevez à ce point la perpendiculaire 
pm qui foit moyenne proportionnelle aux lignes 
PM &/w. Prenez fg=pf. Elevez au point g la 
perpendiculaire go qui ioit troifieme proportion- 
nelle aux lignes pm , fn ; la courbe que vous 
tirerez par les points M , ot , » , fera une por- 
tion de la logarithmique. En effet , tandis que les 
ordonnées PM , prn , fn , go gardent la propor- 
tion géométrique continue , les abfcifles corref- 
pondantes Pp , Vf-, Vg gardent la proportion 
arithmétique continue j 'donc Pp peut eue re- 
^ gardé comme le logarithme de pm ; P/ comme le 
■^logarithme de fn ; Pg comme le logarithme de 
go, &c. Dans cette courbe, ileftvraî, la ligne 
PM n'a point de logarithme ; mais dans le fait 
elle ne doit en avoir aucun , puifqu'elle eft prife 
pour l'unité , & que ïe logarithme de i'vmté eft a. 
Ce qu il faut bien remarquer , c'eft que dans 
toute logarithmique les foutangentes font égales, 
par exemple , les foutangentes ph ,fe ^ &c. font 
égales. Cela vient de ce que Pp , p/, &c. font 
des quantités égales enir'elles, de même que M?» , 
mn , &c. Voilà pourquoi M. le Marquis de l'Hô- 
pital annonce que lorfque la foutangente de- 
meurera par tout la même , la courbe L M , 
{Fig. 26. PI. 2.) Ctta. logarithmique. 

NOTE XXI f^. 
(JoMME V article 40 , page 49 fera appliqué à 
hiogaritkmique fpirale , il eft néceflaire de doQ- , 
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ner ici la defcrîption de cette courbe. Divifez le 
quart de cercle BGD, {Fig. 87. P/.5O en un 
nombre quelconque de parties égales Bhy bG , 
Gg , gV. Sur les rayons Ob , OG , Og , prenez 
les parties ON , 0« , Or en prop(»rtion continue j 
les points N , » , r appartiendront à la It^a- 
rithmique fpirale. Cette courbe a pour appliquées 
les lignes ON , On , Or, ou fi J'en veut , t N , 
Gn » gr qui font en proportion géométrique con- 
tinue , & pour abfciiTes correfpondantes les arcs 
B^ , BG , Bg qui font en proportion arithméti- 
que continue. Aufli peut-on regarder celles-ci 
comme les logarithmes de celles-là. 

Ceft dans l'article 42 quefe fait rapplicatiorT 
de l'artitle 40 à U logarithmique fpirale. L'on 7 
fuppofe que la courbe F Q. ( Fig. 27, VL 2. ) eft 
une hyperbole dont AB eft Tune des aflymptotes. 
Nous avons déjà fait remarquer dans la Note 5. 
num. 20. que AGxGQ. eft un reâangle égal à un 
quarré confiant que M. de l'Hôpital nomme ici 

//; donc uy — ff; donc GQ, ( « ) = "^i donc. 
en fuppofant le point G au point A , l'on aura 
GQ.= ^= 00 ; aufli GQ.de vient-elle alors fé- 
conde affymptote de l'hyperbole FQ, L'efpaca 
FEGQ. eft donc regardé comme infini à caufe de 
ion côté infini GQ- 

Lorfque A G devient = , l'on a AM (^) 
= ; donc uy = fft devient /"/= » ». & paf la 
même AT (^) devient — =0 ; donc lorfque 
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le point M de la courbe ML eft arrivé au' centre 
du cercle BN , c*eft-à-dire , lorfque A M = o , 
l'on a AT = 0. D'oà l'on voit que la raifon 
de AM à AT eftconftante ; ce qui eft une pro- > 
priété de la logarithmique fpirale. Tour ceci 
s'éclaircira encore plus par la lefture de l'article 
9 1 , pag 1 27 , oiîi l'on verra que AM : AT : : AG 
3 CM , ( Fig. 8 1 ■ PI. 5 . ) Nous remarquerons en . 
finiffant cette Note , que l'on donne quelquefois 
le nom d'axe à îa ligne des abfcifles j ce n'eft 
qu'en ce fens que l'on peut regarder" l'aflymptote 
AB ( Fig. 27. PI. 2. ) comme axe de l'hyper- 
vbole Fa > 

NOTE XXl{. 
vjomme la manière dont M. le Marquis de 
l'Hôpital tire dans la propofition 1 6 les tangen- 
tes des courbes AM, BN , CO , ( Fig. j 2. PI. 5.) 
n'a aucun rapport avec ce qu'il a dit dans toute 
fa féconde Seâion fur la méthode de trouver par . 
le calcul diiférentiel les tangentes de toutes forâ- 
tes de lignes courbes , nous ne donnerons aucun 
commentaire de cette propofition qui dans le 
. fond nous paroit ici affez déplacée. Nous remar- 
querons cependant que c'eft par fon inertie que 
le poids A s'oppofe a la direâion BF du poids B. 
Nous remarquerons encore que- ce qu'on a dit du 
poids A par rapport au poids B , doit fe dire des 
poids A 8c B par rapport au poid C i car A eft 

fenfiblement égal à la fraftion à^^ . 
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NOTE XXVI. 
\ t A régie générale dont on fe fert i lorfqu'on 
veut trouver le maximum ou le minimum d'une 
'courbe , eil celle-ci : Dans le point &ù la quan- 
tité efi devenue la plus grande , fon accroiffement 
efi devenu nul , & dans le point où elle ejî devenue 
la plus petite , fon décroiffement efi aufft devenu 
nul. D'où il fuit qu'ayant djfférentié l'équation qui 
exprime la quantité dont il s'agit , ou qui convient 
à la courbe dofit il s'agit , il faut faire = ola dif- 
férentielle de la variable qui va en croisant , puis 
en décroisant ; ou en décroiffant , puis en croiffant ; ^ 
^ Céquation différentiée pouvant être réduite par 
ce moyen à des termes fnis , elle exprimera le 
maximum » ou le minimum qu'on cherche. 

Pour trouver , par exemple , la plus grande 
ordonnée au grand axe AB de l'ellipfe A D B 
( Fïg. 30. VL 2. ) nommons ia, le grand axe AB ; 
ih f le petit axe , & par conféquent h , le demi- 
petit axe DE j nommons j* , une ordonnée quel- 
conque au grand axe ; & x , Ton abfciffe corref- 
pondante. Gela fuppofé , voici comment je rai^ 
f^nne. 

1°. L'équation à l'ellipfe efta<y>'= 2ahhx — 
hhxx {Note 5. num. 10). - 

2°. Cette équation différentiée devient laaydy 
=:: zabbdx — ibbxdx. 

jt*. Comme rprdonnée qu'on cherche, eftfup- 
pofée arrivée à fon maximum , elle aura à ce point 
îa différentielle (:(;' = , donc 2aay x dy ^:= iaay 
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X 0," donc iaayày z=zo * donc ^àhhdx — xlhxdx 
=0* donc lahhdx:^ 2hhxdx ^ donc, endivîfaht 
tout par ihhdx , l'on aura(ï=x* donc lorfque 
dans rellipfe i'abfcifle x devient a , l'ordonnée 
correfpondante y eft arrivée à fon maximum j 
donc lorfque dans l'ellipfe I'abfcifle devient la moi- 
tié du grand axe , l'ordonnée correfpondante eft 
arrivée à fon maximum. Mais le demi-petit a*e 
DE a pour abfcifle correfpondante AE , moitié - 
du grand axe AB ; donc dans une ellipfe quel- 
conque la moitié du petit axe eft la plus grande 
ordonnée à Taxe principal. 

^ Voilà comment il faut opérer , lorsqu'on veut 
trouver le maximum ou le minimum d'une courbe 
quelconque dont l'équation eft donnée. Voîd 
ce que veut dire M. le Marquis de l'Hêpital , lorC- 
qu'il aflure qu'il y a des occafiohs où une quan- 
tité ne peut pas devenir de pofitive négative, 
fans pafferpar l'infini. Toutes les tangentes TM, 
par exemple , tirées jufqu'au point D exclufive- 
ment (Fi^- 50. PI. 1.) ont des foutangentes TP 
qui vont toujours en augmentant jufqu'au point 
É , & qui jufqu'à ce point font regardées comme 
des quantités pofitives. Au point D la tangente 
TM devient infinie, & fa foutangenteTP qui 
lui eft parallèle , fuit néceflairement le même fort. 
Après le point D , les tangentes TM & les fou- 
tangentes T P vont toujours en diminuant , & 
celles-ci font regardées comme des quantités né- 
gatives , puifqu'elles changent de côté ; donc il y 
a des occajQons où une quantité finie ne peut pas 
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devenir de pofitive négative , fans paffer par l'in- 
jîni. Ce que nous avons dit de la figure 30 pat 
rapport au maximum DE , fe vérifie dans la fi- 
gure 3 1 par rapport au minimum D E. 

Il y a des occafions où la tangente fe confond 
avec l'ordonnée , c*eft-à-dire, où la ungentedfr 
vient la prolongation de l'ordonnée , comme au 
point D de la figure 33 de la planche 3 , auquel 
il feroit impoffible de tirer une tangente , fans 
qu'elle ne fît une même ligne avec le minimm 
PE. Alors la différentielle Km devient infinie. 
Mais avant que de devenir infinie , elle avoit 
été pofitive, & après être devenue infinie, elleeft 
négative , parce qu'elle change de côté ; donc if 
y à des occafîons où une quantité infiniment pe- 
tite ne peut pas devenir de pofitive négative, ians 
palTer par l'infini. La figure 34 de la planche;, 
prête à un raifonnement femblable ; tout le mon- 
de voit que la tangente au point D fe coofondroit 1 
avec le maximum D E. Mais ce font là des raifon- ' 
nemens qu'il ne faut pas poufîer trop loin , ds 
peur de fe perdre dans une métaphyfique inin- 
telligible. Contentons-nous de differenrier l'équî' 
rion donnée,* défaire la différentielle = £i;&f* 
yons affuré que fi la courbe à laquelle appartief 
l'équation donnée , a uri maximum ou un m^ 
mum , nous le trouverons par cette méthode. Y 
dis , fi la courbe dont il s'agit , a un maximum 
ou un minimum , parce que les courbes dont les 
appliquées croilTent jufqu'à l'infini , n'ont poi"! 
de maximum » & celles dont les appliquées di- 



n,g,t,7.dt,'G00g.lc 



»£S INFINIMEHT PETITS. , Jîl 

croiffent jufqu'à o, n'ont point de minimum. 

NOTE XXyii. 
C p M M E l'article 48 , pag. 5 g , contient le pre- 
mier des 1 3 exefnples auxquels M. le Marquis da 
l'Hôpital a appliqué la méthode de Maximis Ù 
Minimis , nous allons en donner le calcul , fans 
omettre la moindre des équations. Lcvoici ; il 
n'a befoin d'aucune explication. 
X* -l-y ;:= axy 

^xxdx -*- p')'4y = a_ydx ~i- ax^> 

^xxdx-^aydx ■=.a%ày — "^yày 
^ ^xxàx—Ayàx ■^^axY.o — ^yKù 

^xxdx • — aydx ^ q 

^xxdx=iaydx 

3XX T=:ay 

Qxx 

V =■>• 

Mettons la nouvelle valeur de y dans l'équation 
x' +^' =^ axy , nous aurons 



x'■^- 






?»* 




===y'ni'x' 


5** 




= <lxV'î 


i" 




= «''» 


X 




=4«>'' 
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NOTE • XXVllî. 

JLi*ARTiCLE 49, pag. 60 a befoin du Com- 
mentaire fuivant. Pour trouver A E = « , il n'é- 
toit pas néceflaire de fe jetter dans Tinfini \ ilfil- 
loit élever au cube les 2 membres de l'équation 
donnée, & opérer par la méthode ordinaire en la 
manière fuivante : 

> — « = fl'x ^ — Jf' 

y — a = i/d X y M — 2a» H- XX 



j/' — :^ayy -4- -^aay — a' = « X «m — a-ax -+- xx- 
>'' - Î-W ■+• Î^4J' — <•' == «^ — a^'ix -H axx 
En différenciant cette dernière équation , l'on auia 
^yày — ^yày -+- -^aaày = — zaadx •+■ laxdx 
SyyXo— 6ayxo-+ ^aaxo=: - nàadx + laxà 
= — ^aadx ■+- zaxdx 
aaadx = naxdx 
adx = iti^x 



NOTE XXIX. 
L'article $Oypag. 60 ne peut paroitre oH- 
cur, qu'à ceux qui ne connoitroient pas la natun, 
ou les propriétés de la roulette ; nous les avons et 
pliquées dans les notes 1 1 & 1 2. 

NOTE XXX. 
L'o M comprendra X'articîe 5 1 , pag. 6 1 , fi ^'^^ 
' fait atcention aux remarques fuivanies. 
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1". a — / ' multiplié par a~x donne «évi- 
demment pour produit a — x" , parce que J^" " ' 
multiplié par a— i , c'eft a^x" ' élevé d'ua 
degré i donc a— x" divifé par a—x' ' doir 
donner pour quotient a — x , parce que le pro- 
duit divifé par le multiplicande eft toujours égal 
au multiplicateur. 

a». Par la même raifott x" divifé par x" "^ ' doit 
donner pour quotient x , car x * ~ ' multiplié par jc 
donne pour produit x". 

3^ En fuppofant X infinie, l'on aura - ^ r=^ 

— (A/oft i.rittm, 4); donc en fuppofantx in- 
finie, l'on aura^- = — , & par conféquent^ = x. 

NOTE XXXI. 
I / ARTICLE 52, pag. 65 , eft terminé par une 
équation du fécond degré qui- demande les éclair- 
ciflements fuivants. 

1°. cxx — axx — Jxx = XX X r — a — : A ; donc 
en faifant c — a- — i = c , l'on aura exx == fxx 

— flxx — r ixx i & réquation qui termine l'article 

5 a fe changera en celle-ci exx n- lacx == abc. 

n II 2iic abc 

a°. exx+2acx=<3w,Qoncxx-4- ^x= — . 

t e 

5°. Cette dernière équation maniée à la maniè- 
re ordinaire, donnera x = i^ — -v- ^^ -** — • 

4*^. Si c=:« -hi , l'on aura c — a — i = o, Se 
^ Xa - 
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par oonféquent cxx — axx — • hxx = ; donc l'é- 
quation qui termine l'article 5 2 deviendra lacx 
=: Ahc i donc ix=ih t donc x = | 6. 



NOTE XXX IL 
VOICI ce qui peut, arrêter un commençant 
dans la leâure de Varticle 5 3 , pa^. 64- 

i". Le cône que décrira le triangle reftang'* 
ÀEF, F/g. 40. PA 3', aura pour bafe lecerd 
dont le rayon fera l'ordonnée F E , & pour hau- 
teur la ligne E A. De même le cône que décrira 
le triangle redtangle A P N , aura pour bafe le cer- 
cle dont le rayon fera l'ordonnée NP 1 & Y^ 
hauteur la ligne A P. Voyez la formation du cône 
dans les élémens de Géométrie de M. l'Abbé de la 
Caille, art. 658 de l'édition de 1764. 

î». Par la propriété du cercle , Ton aura A E : 
EF:: E F : EB j donc EP' = tfx — yxf donc 

EF.=: y ax ~- XX. 

■ 30. AF* — EF*+AE* î'dohc AF*=« 
. — XX -h XX i donc A F* = <îx i donc A F = y^- 
4". La fraûion qui termine TartiCle 55 ne peut 
pas être=o , fans que l'on ait Ton riuméraieut 
'iàxiJx — - ^xxdx = i l'on aura donc alors 2axè 
= ^xxdx î donc 2ax == ^xx j donc 2a = 3^^! 
donc X =^a. 

NOTE X XXI 11. 
IJn parallélejHpéde eft un fàlide .terminé par 
fix furfaçes reiâangles , dont les deux oppofes 
font égales & parallèles ; & vin cube eft un fo- 
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lide terminé par fix quarrés égaux 3 qui font tous 
k angles droits l'tinfur l'autre. Tout cube cft donc 
un parallélépipède, mais tout para lié !epipéde«*cft 
pas un cube. Il s'agit mainteiiant de bien fe con-^ 

vaincre que 11 x=y -r , "on aura — = ^ -t- » 

en voici la détoOnftration. 



1°. XX = ~j-, 



2". Le quarré de ~ eft' rr— i donc';—"- 
J on aura r- = 1/ -r. 

èx .W b ' ■ 

NOTE XX XI y. 
13ans le. triangle reâanglç GI£, F^. 41. 
VI. ? , fi l'on prend l'hypothénufe GE pour i^tiiis 
total, le côté GI deviendra le imus droit .de l'an- 
gle G £ I. Paria même raifoh dans le triangle rec- 
tangle G L E , l'on ne peiit pas prendre G JJ pour 
finus total , fans avoir GLpour finus droit? de l'an- 
gle GEL , & de fonfuppléraent GEG ; c« font, là les 
premiers éléments de la Trigortcrmétrie reftiligne. 

NOTE XXXV. ■ 
JL' ARTICLE 58 , pag. ^9 me paroit* traite 
avec moins d'exaftitude que les autres ; & les 
preuves que j'ai à en apporter , ne font par mal- 
heur que trop démonftratives- 

X 5 ' 
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*o. L'angle FEG étant égal à l'angle CEGj 
fig. 42, PI. 5; les angles en G éunt droits, Ji 
le câté GE étant commun aux deux tnangtal 
FGE & CGEiil falloit faire ces deux ttian. 
gles égaux en tout fens : c'eft là une inadvenana 
gui choque la vue" d'un Icfteurexaft 8c attentif. 

a". Fn fiippofant que l'angle FEG doive Éiid 
égal à l'angle C E G , le problême eft très facilei 
réfoudre- Le point E que l'on cherche , fera céi 
par lequel pafiera le rayon du cercle ÀEB qii. 
après avoir été prolongé, ira couper perpendicu- 
lairement la ligne Ç F , c'eft-à-dire , la ligne qui 
Joint les deux points donnés C, F- U ne fera paj 
donc nécelTaire de chercher ce point par l'intei- 
feéb'on du cercle & de l'hyperbol*. 

5". La ligne pB — a, & la ligne OC=i, 
ne font pas les données aSch dont on parie àm\ 
3efr Mtides 5 6 & ç^.îEn effet l'angle FEG n'eil 
égal à l'angle GÉG,: qoe lorfque aé=k Maiil 
■ OBn'eftpaségalà 00 dans l'ar/zWe 5 8 , & «1 
pendant dans cet articje on fuppoiê l'angle FEC 
égal à l'angle CE G ; donc &c. 
• 4°. Quoiqu'il meparoifle fort inutile de refon- 
dre le probiêm-; de l'article 5 8 par l'interfeto 
du cercle & de Phyperbole , nous remarquera 
cependant que vy — xx ™ ^ -*- ^ := tf eft ^' 
.lieu à une hyper bole équil atére , dont le granii 
■aie feroit 2// ^' — ^. On trouvera cegranil 
axe en comparant , par la méthode ordinaire, !*■ 
quation donnée avec la formule, générale qu' '^ 



>,Coo.qlc 



DES Infiniment Petits. 5,»^ 
trouve dans ïe Traité des Seftions coniques do 
M- le Marquis de l'Hôpital, pag. 254, ou avec 
celle qui fe trouve dans le premier Tome du Cours 
de Mathématique de Wolf , pjg. 382. Or le 
grand axe d'une hyperbole équilatére étaiit don-- 
né , la conftruftion de l'hyperbole fe préfente 
d'elle même , parce que dans cette courbe le 
grand axe , le petit axe & le paramètre ont la 
même valeur. 

NOTE XXXVI. ' 
\j ÉTAT de la queflion de X article 59,- pâ^, 
^o , eft très mal énoncé. Aufli les ren^arques fui- 
vantes nous paroiffent- elles abfolument nécefiai- 
res. 

i*". a & £ ne marquent pas les efpaces parcoor 
rus dans un tcms quelconqueir,maisla naturedes 
différents terreins qu'il faut parcourir endeça&cn 
delà de la ligne A B. En effet puifqu'on f«ppofe \% 
tems c %al , ou plutôt confiant de part & d'autre, 
& que l'on (iippofe inégaux les efpaces parcourus 
CE & ÇIF , on ne peut pas fuppofer que là nature 
du terrein foit par tout la même. 

2^^. En exarpinant attentivement la F/V. 45 de 
la VI. 3 j vous vous convaincrez qu'en prenant 
CE pour finus total dai;s le triangle reftangle 
CAE, & GE pour finus total dans le trian- 
gle reftangle GLE.AE&GL deviennent les 
finus droits de deux angles égaux ; donc -A E 
= G L. De même en prenant GE pour finus to- 
tal dans le triangle G I E ^ & E H pour finus to 
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tal dans le triangle E D H , G I & ED devien- 
dront les iînus droits de deux angles égaux ; donc 
Gl = ED. \ I 

3<ï. Pour trouver la valeur dex , l'on opéreri 
for l'équation propofée fuivant les règles mar- 
qaées dans tous les livres élémentaires d'algèbre ; 
nous avons droit de ruppofer qu'on ne lit pas les 
Infiniment Petits de M. le Marquis de l'Hôpital , 
fans avoir appris auparavartt à manier une équa- 
tion du quatrième degré. 

4*'. Four manier plus facilement l'équation pro- 
pofée , vous ferez aé — bb = m i-^ loûf-t- stÈf 
= ni+aaff'^<iagg'-bbff-hbkh^=^p; — ^.aafg^ 
=^-^.qifi^ffSg^^fi & réquation propofée fe 
transformera en celle-ci , wx* -1- nx' ■+- px* — qK 

iH'rii=o ; donc X* H — x' -4- ^ x* - ^x-h— = 0. 
.1 m m m 

.Tour opérer plus facilement fur cette équation 
transformée , faites -=4,^ = fc,-^c:r, — = i^, 

m m m m ' 

VOUS aurez x* + ^jx' -j- fcx* — ex -^^ = 0. 

5°. Vous ferez évanouir le fécond terme ds cette 
âèrnicre équation ,, en faifant x = ^ — ^ <a , parce 
que yî dans unç équation fupérieure , le fcconi} 
terme efl pofttif, l'on augmente la racine x 4'un 
quantité fraSiionnaire qui ait pour numérateur : 
coefficient du fécond terme , & pour dénomitiafem 
réxpajant du premier terme de l'équation donnée; 
l'on a par ce moyen une équation transformée dont 

' te fécond terme ejl évanoui. 

' , 6°. Vous chercherez la nouveUe valeur de l*é- 
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quation X* + ^x' -*- fcx' — cx+d ^==-0^ enfuppo- 
fant X =: <— ; a i vous trouverez une nouvelle éqxia- 
lion dans laquelle le fécond terme fera évanoui. 

7**. Pour réduire cette nouvelle équation aux 
termes les plus fimples -, vous appellerez /les diffé- 
rents coefficients de Xj^ y vous appellerez g les dif- 
férents coefficients de ^; vous appellerez enfin &. 
l'affcmblage des connues qui forment le dernier 
terme de l'équation ; & vous aurez '^^ *-^ fC -^ÊK 
-irh = o. '.---.' 

8°. Vous opérerez fur cette équation du qua- 
trième degré , comme ont fait en pareille occafion 
^Wolf dans fon cours de Mathématique , Tom. i. 
/ïag.556 i Clairaut dans fes Éléments d'Algèbre , 
fag. 287 i Rabuel dans fon commentaire fur la 
géométrie de Dpfcartes , fa$. 47 3 . Tout homme 
qui entreprend l'étude des infiniment petits doit , 
ou avoir lu les livres que nous venons de citer , ou 
être en état de les lire fans y rencontrer prefqûe 
aucune difficulté. 

N o Te xxx^il 

X-i E S remarques fuivantes jetteront un grand 
jour fur ^article 61. pag. 74. 

I ". L'on ne doit pas entreprendre la lefture dé 
l'article 61, fans s'être auparavant formé une 
idée nette de la fphére. 1 

2°. Le crépufcule eft un jour imparfait que l'on 
a quelque tems avant le lever , & quelque têms 
après le coucher du Soleil. Voici la caufe phy- 
fîque de ce phçiioméne, Lorfque le Soleil n'eft 
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pas enfoncé ibus notre horizon au deflbus de i8 
degrés, plufieurs rayons de lumière rencontrent 
des couches afiez denfes de l'athmorphére terret 
tre. Quelques-uns s'y brifent aflez , pour que leur 
réfraâion les détermine à fe porter vers la tenc. 
Quelques autres ( & c'eft le grand nombre ) s'y 
brifent afiez pour pouvoir fe rendre dans des cou- 
ches compofees de particules capables de les ré- 
fiechir fur la furface de la terre; donc nous devons 
avoir un jour imparfait, lorfque le Soleil n'eft-pas 
enfoncé au deflbus de notre horizon de 1 8 degrés. 
Au refte lorfqu'on parle d'un enfoiacement de i8 
d^rés , on entend i8 degrés pris Jur un cercle 
vertical, c'eft-à-diré, fur un grand cercle que 
Von imagine pafTer par le zénith , âc couper per- 
pendiculairement l'horizon. C'eft pourquoi les 
babitaœ de la zone torride ont des crépufculcs 
fort courts , parce que les cercles que parcourt 
le Sol€;il étant prefque perpendiculaires à leur 
horizon , cet aftre gagne fort vite le i'8^- degré 
de fon abatiTement. 

5°. La ligne CK. (fig. 45. pi 3) n'eft pas 
précifément le finus de l'arc ÉM, mais elle eft 
égale à ce finus. Pour s'en convaincre , il faut 
chercher ■ fur une fphére le finus de l'arc de la 
déclinaifon du Soleil pour tel ou tel jour. Vouj 
trouverez qu'il eft égal à la partie du diamètre du 
cercle de déclinaifon , interceptée entre le centre 
de la fphére & le diamètre du parallèle que décrit 
ce jour là le Soleil. Mais CK eft la patrie du dia- 
mètre du cercle de la déclinaifon du Soleil, '"" 
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terceptée entre le centre G de la fphére , & la 
ligne F G , diamètre du parallèle que décrit le 
Solçil le jour du plus petit crépufcuie ,• donc la 
ligne C K eA égale au iinus de l'arc de la dècli* 
naifon du Soleil, le jour du plus petit crépufcuie* 

4". Un des points les plus importantsde la dé- 
monftration de l'article 6 1 eft que D^^ foit égal à. 
Ee , & que la différence entre GD ygd fojt égale 
à la différence entre FE &/c. Or toutes ces égali- 
tés font nécelTaires dans ,une âgure où l'on a tiré 
les quarts de ce|:çle Ecot ôc ?ein in6niment proches 
des quarts de cercle PEM&PDN,& dans la- 
quelle l'on fuppofe le plan fedg parallèle au plan 
F E D G , & infiniment près de ce plan. 

50. Par l'article 50 9 l'on a ces a proportions , 
CO:CG::P^: à ta différence entre D G & </g i 
& IQ.: IF : : Ee : à la différence entre FE &/è,- 
donc CO:CG:: 1Q,:IF; donc COiCG:: 
CO-i-IQ,:CGH-IFidoncCO : CG::OX: 
GL. Mais a caufe des triangles reâai^les fembîa- 
blesCVO, ÇKG, FLG,ron a CO:CG 
: : OV : GKi donc OV : GK : : OX : GI, ; donc 
OV : OX : : GK : GL/^ais GK : GL : : CK : 
FLou Q.X i doncOV : OX : ; CK : Q.Xi donc 
OV:CK::OX:Q.X::aX:XHidoncOV 
:CK::.aX:XH ; donc aX:XH:: OV : 
C K ; donc le iinus total : à la tangente de 9 de- 
grés : : le finus de l'élévation du pôle : au finus de 
la dèclinaifon auHrale du Soleil dans le tems du 
plus petit crépufcuie ; & voila le problème réfolù. 

6". Il eft démontré dans tous les éldmens de 
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Trigonométrie que le rayon ou finus total ; à la 
tangente : : la cotangente : au rayon ; donc la co- 
tangente de 9 degrés : au rayon , que l'on (u^ii 
t= I , : : le fînus de l'élévation du pôle : au finus 
de la déclinaifon ; donc û l'on ôte du logarith- 
me du finus de l'élévation du pôle le logarith* 
me de la cotangente de 9 degrés , le refte fera 
!e logarithme du finus cherché , parce que le 
logarithme de 1=0. Il n'eft pas néceffaire de 
faire rémarquer que dans Ton calcul M- le Mar- 
quis dé l'Hôpital s'eft fervi de Tables qui don- 
nent pour caraftériftique aux logarithmes dont 
la caraftériftique eft 10 dans les taLles ordinaires. . 

NOTE XX XVllh 
Il fuit évidemment de la définition i qu'appor- 
te M. le Marquis de l'Hôpital au commencement 
de la Seaion IV , que Sn (Fïg. 46 , VI. ^ ,)eft 
la différence de la différence »jR, bu la différence 
féconde de'P M. G'eft cependant Hn qui eft la dif- 
férence féconde de P M , comme notre Auteur en 
convient. Je voudrois dbnc dire que la différence 
feiônde de P M n'eft autre chofe que la différen- 
ce qui fe trouve entre la différence première wRj 
& fon augmentation Snj & qu'en généralune 
différence féconde quelconque n'eft autre chofe que 
la différence qui fe trouve entre la différence pre- 
mière & fon augmentation ou diminution fuivante. 
En effet Hh ~ mK — Sn. 

II fuit encore de la même définition que oT de- 
vroit être la différence troilîe'me de P M. Cepc"' 
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dant M. le Marquis de l'Hôpital nous avertit que 
1a di0rence troifieme de PM n'eft autre chofe que 
la différence qui fe trouve entre Hn & La. La 
différence troifieme de P M cft donc la différence 
qui fe trouve entre fa différence féconde H n , & 
une ligne quelconque L0 dont les propriétés font 
I. d'être parallèle à H» , 2. d'être extérieure à la 
courbe AMD, 3 • d'être terminée par la ligne bL 
parallèle à ST. Il feroit bien difficile de donner 
une définition claire de U différence uoifîeme con* 
iidérée en général. 

NO TE XX XIX. 

Xj*a VERTissEMENT qui fuit la définition \ 
de la SeâionlV, fait toujours quelque peine aux 
commençans. Ils s'imaginent .que dy x dy doit, 
donner ddyy ou d^y , & qug par conféquent le 
quarré de dy doit être d*y , & non pas dy j fon 
cube , éy , & non pas dy &c. C'eft là une erreur 
dont il eft facile de fe guérir , lorfqu'on fait atten- 
tion que dj/ ell une quantité très fimple , & non 
pas une quantité compofée de d multipliant y. 
Par la même raifon le quarré de dd_y teta. ddy , 
fon cube ddy iScc. 

NOTE XL. 
Pour comprendre l'arçicle 65, .il fa"t fe rap- 
peller les régies que M. le Marquis de l'HÔpitaLa 
données à l'article 6', & les calculs quil a faits 
fur la fin de l'article 7. Il faut encore fe rappeller 
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ce que nous avons dit nous-mêmes dans les nota 
î & 4. Comme il s'agit cependant de mettre au 
y fait les commençans du calcul des difiérences fé- 
condes , troifiemes &c. nous allons commenter 
l'article 65 avec toute l'étendue dont il pourra 
être furceptiblc ; notre commentaire fera renfeimé 
dans les réponfes aux queftions l'uivantes. 

Première Quefiion. Comment peut-on prouver, 
<|u'en prenant dx pour coniUnte , la différence è 

dx dm 

Réponfe. i", La diffîrence de ydy eft àyy.^} 

•^yàdy ■=:■ dy* -^yddy. 

2°. La différence de la fi-aâion ^^, en fupp 
fant que dx eft une grandeur conftante , é 

dxxdx dx ' 

Seconde Quefiion- Comment peut-on prouver 

que ta diffétence de ^ eft * -'' ~/ ^ , c 

prenant ^ pour une quantité conftante ? 

Réponfe. i"- Quoique ày foit confiante, / eJ 
variable; la différence de j^^/v eft donc àfii.il 

a*. La différence de dx eft ddx, 

3°. La différence de la fraAion j^ , en fupp»- 

fant dy conftante , eft — " ^ j~ ^^ 

dx X dx 
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Traifieme Queflkn. Comme nt peut-on prou- 
ver que la différence de - "j^"*" ^ eft 

dxy/dx'- -\- dy'- 

quantité conftante. 

Rêpmfe. i». La différence de \ multi pliée pat 

■ , ... , . <f»x*>!i/jx'-+iv' 

ydx'- -i-dy'-Si. divifée par dx eft \uKdx — 



dx 

3°. La différence iey^dx'- -t-dy'-, en. fuppofant 

. , „. „ idyiJy dydJy . 

ax Offiftant , eft -^=4^- ^j/.^j^. . 
donc la différence de v'i»'-(-J/ multipliée par^ 8t 
dlvifée par dx fera -^-^-^gj^^ -j,,/ix-+j/ 

3». Poijr avoir la différence de la fraftio» 
<^dx'--t-dy'- ^ .j j-^^j. j(,j„^„ Ijs différences trou- 
vées num. I & 2 ; donc la différence de la fraftion 
propofée fera rf< !/<'»' ->- dy^ + ^t^'^d,- ' '' 
tout divifé par dx* 

:^ '>. dxV d^r^^W^ ^^iZdy^ = 
dj^d^^^^JJ^My -Jix-^dy-- X 

Ï/Î7+5? =:<ix' + «'/ i donc la différence de la 
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ver qu'en prenant ày pour confiante , l'on aura 
Vx!-^^;^»<y>-t»>jJ» pour la différence de 

dx^ Vdx^ -+- rfy* 
dx ' 

Réponfè. I •. La différence de ^ multipliée paf 

ydx^ -^dy^ = dl X/dx"- ~f- dy-^, 

a*». Ri fuppofant dy confiant , "^.différence de 

y ' xdxddx dxddx 

X/dx'^-\-dy^ = ' I. = ■ ; 

K «* -•- ^ n/dx* -4- ^;.'' ydx'-'^dy^ 

donc cette même différence multipliée par x ^c^ i 

. " ^ ^: , i^ — ; , donc )a différence totale de 

\/dx^-^dy^ 

idxdJx 
y/dx^-y-dy"^ 

~ \/dx^ -t-dy'- " y du'- -t- dy^ * ' 

3°. La queftion feroit réfolue , fi on ne demao- 
doit que la différence de x i/dx^ -(- dy^. Mais on 



^ \/dx^ -+- a_y^ fera 4^ \/dx^ h- dy^ -+• 



demande la différence de ■■ — - -, ^ > dans 

laquelle fraâion on fuppctfe dx variable* 
Qu'on fe rappelle les régies qu'il faut fuiyre, 
lorfqu'i! s*agi£ de différencier une fi:aâàon , Se 

Voa 
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l'on trouvera que la différence de la fradÈion 

. dxy.dtdx*A-d7dy''-\-tdxddx 

propoKe^ y^Jl^^l ^^"^^ 

< \/dx^ -i- dy'- , le tout diviïè par dx* = 

dx X djdx^ H- djdy'^ -*- idxddx ■ — Jdx x ^dx'^ -f- ^dy^ 

dx' ydx^ •+■ dy' 

j,jx* -t- dzdxdy* -t- -[dx^dix — -{dx^ddx — ^dy'^ddx 

dx* \/dx^ -hdy* 

40. Otons les <iuantités qui fe détruifent , nous 

, ., drdxi~i- d'dxdy* — 7dy'ddx 

aurons évidemment -^ — ■ . . y . , ' l \. po^r 

dx y dx -H ay* 

- la diiFérence de la fraftion ''^^ — - • 

Cinquième Quefiion- Comment peut-on^irou- 
ver qu'en prenant 4x pour confiant , la différence 

, ydy j ■ a dx^dy* -(- dy'^ -4- ydx^ddy 

de , ^ ^ doit être . / , //// // - 

'ydx* -+- dy dx' -t- dy' vdx* -t- dy' 

Réponfe^ i<>. La différence de la quantité ^d^ , 
foUtairement prife , efl dy -hydày. 

z°. La différence de l/dx' + dy* , eft ■ // . ^ > , 

' ■' Vdx^-^dy*' 

en prenant dx pour confiant. 

5°. La différence àQyày , confidéré co mme nu- 
mératcur d'une fraûion , s&.dy'-^yddyX\^dx^-i-dy* 
— y^y ^ fy^'^y ^ \^ jout divifé par dx* -h dy , quar- 

vdx'~^dy^ 

té de )/<i»' H- dy^ \ donc cette différence fera 

dy-^ydd^y.dx'' +dy-ydy^ddy ^ dx'^dy^-¥éy*-h-ydx Hdy 
dx^ -+• dy^ \/d«'* -(- dy* "' ix^ -+- dy* -^dx^-y dy'' 
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à caufe des quantités qui fe détraifent i ce font 

^ydy'idy 8e — yijfàdji. 

40. On prouvera par un calcul femblable 
qu'en prenant dy pour conftant , la diffirence de 

yày [■ dx^iy* -i- dy* — -ydyJxddx ^ 

Y du' i df dx' •+• dy' y'dx' -+• dy' 

Sixième Queflian. Comment peut-on prouver 

q"e ^"^^g^^ eftégalàg^S 

RipOnfc. I». dx'-t-iy'-- dW-t-dy'' —dx^'i-dy' '■ 

a»' \/Jx'-i-dy' = dx' ■+■ dy' • ; donc la fraSioii 



propofée devient "Lj^ddy = =^<^- 

Septième QueJÎ. Comment peot-^n [trouver qu'enl 

prenant «/xpour confiant, Udiffêrence de __ , ^ 



Réponfe. i°. £n prenant ^x pour conftant , & 
en coniîdérant dW' -t- </_y' • comme une quantité 
Ifolée» fa diÉEërence eft i- x idyddy x 5*M^ » 

::= ^dyddy X dx* h- <(y' *. 

2°. En prenant f/x pour conftant > & en conii' 
dérant — dxddjf comme une quantité ifolée , fï 
différence eft — dxàddy. 

3^. En conftdéfant ces deux quantités com- 
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me formant une fraction, leur différence fera 



dx'ddy'^ 



— ^d»dyddy* X dx* -t- dy^ * -4^ ixdidy x dx* H- dy* * 
— dx^ddy'* , . . * 

Huitième Quefiion. Comitient peut-on troavec 
la différence féconde d'une quantité quelconque ,» 
élevée à une puiffance quelconque .- par exemple % 
quelle eft la différence féconde de x", ou la diffé- 
rence première de tnx" 'dx ? 

Réponfe. La différence demandée efl mm 
^ — mx'~*dx*^m}^~'ddx. En voici la démonC- 
tration. Faifohs x*~ ' =y , Se dx = K- 

1». Puifque x"^' =j' , l'on aura dy == 
»ï — ix"~Vx , parce que darts cette hypothéfe 
la différence de^ doit être égale à la différencç 
de x""^'-. 

2°. Puifque rfx = ^ & x" "''=:>' i donc x" ~~ 'dx 
=j/^ ,* donc »îx°"" 'dx = my^ ; donc la differeti- 
ce de ?Mx*~ 'dx eft égale à la différence du pro- 
duit myXt àn^^ lequel m eft une quafitité conftan- 
te qui n'a point de différence- 

3°. La différence de my^ eft mxdy-^ fnydx^. 

4°. Mettons à la place de ^ ta valeur cTx j i îâ 
place àtày fa valeur m — ix" ~ V* , & à la place 
de^ fa valeur x" ' » hous aurons m'^dy = mdx x 
t» — I x" ~" 'fi/x = mm — wx" ~~ *dx* s parce que 
»î X M — I ^ mm — »î ,' & que dxxàx=:: dx"" ^ 
nous aurons encore mydi = m^ 'ddx ^ donc 
«îç^V-H^yt/îî^mm — <mx'"~*dx*-i-firx'^'~'ddx. 
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iWais le premier membre de cette dernière équa- 
tion eft évidemment la différence du produit wy^ , 

' donc le fécond membre, de la même équation iera. 
évidemment la différence de »jx" 'dx , ou la 
différence féconde de x", parce que(H«»î. a) 
»y^ =: OTx" 'àx- 

Corollaire. La différence féconde de jt"^ eft une 
véritable formule pour quiconque prend garde 
que m vaut 2 , lorfque la grandeur qu'on veut 
différencier, eft élevée au quarré ; que m vaut 5 > 
lorfqu'il s'agit du cube, &c. La différence féconde 
de AT* fera donc 9- jx' Vx^ + jx^ 'ddx = 6xdx* 
■+ ^x^àdx ; celle de x* fera 4 — ix' ~ *^x' + ix' ~ 'ddx - 

' =; 2xVx* -H 2Xi/<::/x = 2c/x* + îxddx , parce que 
x" = I , celle de x* fera 1 6 - 4X'' Vx' -+- 4X*'" ^ddx 
'= 1 2xVx* -t- ^'ddx 3 &c. 

NOTE XLl 
, Voici comment on met en pratique les régies 
marquées dans Vart. 66., pag. 84, Pour trouver le 
point d'inflexion ou celui de rebrouffement d'une 
courbe dont on a l'équation , i^. L'on prend les 
différences premières de l'équation propofée , & 
Ton met dans un membre djy feule , & les autres 
quantités dans le fécond membre. Si l'on a , par 
exemple jVéquiûonaxx :=^xxj>+aay y l'on fera 

.& par conféquent dy :^= 



XX -+■ aa 



i & voilà 



ce qu'on nomme la féconde équation. 
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2". H faut différencier cette féconde équation , . 

en regardant dx comme confiante , & Ton aura 



an'(/af'x *a:-t- aa — Sa^xieéx'': 



3°. dd}' = ; donc la fraftion qui répond à ddy 
fera =: ; mais dans cette fraftion , ce nVft pas 
le dénominateur xx ■+■ aa qui eft = q -^ car ceité 
fraftion feroit infinie ; donc ce fera fon numéra- 
teur qui fera = i donc l'on aura 2a'dx* x 
xx-^-aa — Sa^xxdx* xxx-î-aa=.o; donc za'dx* 



X xx-\~aa =Za^xxdx*Xxx~i-aaiàonc ,en divi- 
fant tout par za^dx* x xx-^aa^Von aura xx-i-aa 

= 4XX ; donc ^xx = aaf donc xx =—■ , donc x 
=: 1/ 1^ • doncx = a\/j. Qeû ninfi (Ju-'oa opè- 
re , lorfque l'on fait ddy = 0. 

4". Lorfque dd}' = o ne mené à rien , Ton fait 
alors ddj/ = 00 ; & l'on calcule, de la manière qui 
fuit. L'on vous donne , par exemple , l'équation 

^V— a = «■—«*■ Vousaurezd*abordiiv=:| x -a^~'dx 

='\ X — a'^\ dx. Vous différentierez cette fécon- 
de équation, & vous aurez, en prenant àx pour 

conftante , ddy = — ~x\ * — a * ■ dxx dx 

= — v^x — a ^dx = — 3 parce que 
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x — iT' ^ eft évidemment égal à la fraftion 
- . ' ; , & que cette fraftion n'eft pas différente 



ae T-=-^- 

5°, En fuppofant. àây j= , i*on trouve — 6à^ 
5=0. Mais cela nç menç à rien, donc il faut 
fMppofer àày = 00 . 

6°. En fuppofant (^(!?v == 00 , roh aUfa le déno^ 
pilnateor de la fraâioh qui lui- répond = q ; l'on 

fiyradonc ?5 |/5f — #■' ^= » donc x — <» = p ^ . 
donc x = fl, " " ■ 

70. Lorfque à^ '■=, , l'on a le numérateur de 
la fraâion qui lui répond = o ; & lorfque Jdy 
6= gp , Ton a le dénomipatçur de la même îraÉtion 
\^o, C'eft-là une réglé qu'il ne faut jamais oubiier, 

go. Voici coatimcrit ]VÏ. Varignon démontre 
que lorfque U diiférence de AL ( ¥ig. 5 2. Pi. 3 , 

» F^, ^3 J- P/- 4 ) eft ---^ =0 . elle eft néceffai. 
jeme»t ^/-^ == i?. Pans U fraction - ^-?, ce n'eft 

pas dy* qui eft (?j car ççtte fraftion feroit infinie * 
ce n'eft pas non plus +y ou — > , car ce font des 
quantités réelles î c'^ft donc àdy. Le même Au-r 
teur paroit d'abord convenir avec M, le Marquis 
4e l'Hôpital que , ppur avoir le point d'inflexion , 
il faut faire ^(^j' := , Sç que pour gypir le point 
de rebroulfement , il faut faire dày = «» ,- nows 
cxamïDerons ente réglç dans la Note 45^ 
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9". Voici une occailon otl AL devient x — ' 

^ , au lieu d'être ^^ — x. La foutangente L M 

( Fig- 63. P/. 4) eft fuivant la coutume—^ j l'abf- 
ciffe AM eftx; donc AL = AM — LM fera 
par la même x — ^^. Jufqu'à préfent M. le Mar- 
quis de l'Hôpital n'a parlé que des courbes dont 
les appliquées font parallèles entr*elles. La régie 
que je vais commenter regarde les courbes dont 
"les appliquées partent d'un mê,me point ; cette ré- 
gie t^yddy = àx^ -+- dy*. 

1 Q°. Pour comprendre cette régie , il faut d'a- 
bord bien fe convaincre qu'à caufe des angles in- 
finiment petits HB T & M B w ( F/g. 5 6. P/. 4 ) , 
BT peut être regardée comme parallèle à B H , & 
B M à Bot. L'on verra alors du premier coup d'oeil 
que les triangles reftanglcs M R m , MBT , THO 
font équiangles. H fout encore bien fe convaincre 
que MR : TH : : TH : HO; M. Crouzas nous eii 
donne la démonftratïon en cette manière. A caufe 
des triangles femblables ot R M , H O T , l'on a 

wR : MR : : TH : HO, ou, <^;/ : ^x : : ^:H0 

==: j^. Mais dans la proportion MR : T H : : TH 

: HO , l'on trouve HO = j-^ j donc cette propor- 
tion n'a rien d'imaginaire. Enfin il faut fe rappel- 
ler que lorfque 1 s'évanouit , comme il arrive au 
point d'inflexion ou de lebroufièment , l'on a 
Ï4 
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3~-^ = ", ^ -^ ^ î donc yàxdây = àx^ + dxdy- 

à caufe du dénominateur commun > donc , en divi- 
fant tout par dxy l'on zmzyddy = dx^-^dy*. Nous 
ferons remarquer dans les Notes fuivanies l'ufage 
qu'il faut faire de cette équation. 

NOTE XL II. 
L'article 6j , pag. 89 nous prouve que 
M. le Marquis de l'Hôpital penfoit que dans les 
courbes dont les appliquées font parallèles , il fal-- 
loit faire ddy = 0, pour avoir le point d'inflexion ; 
& ddy ^ 00 , pour avoir le point de rebroufle- 
ment. Ce même Auteur penfoit encore que pour 
les courbes dont les appliquées partent d'un même 
point , Ton a au point d'inflexion dx* -t-dy — 
yddy = o , & au point de rebrouffement dx* + dy* 
"^yddy = co . Nous allons voir dans les Notes 
fiiivances ce qu'il faut penfçr de ces régies géné- 
rales. 

NOTE X L I I l 
IjES équations de V article 68 , pag. 90 oni 
été calculées dans la Now 41 , num. i. 2. 5. 

NOTE XL IV. 
JLjES équations dé l'article 69 , pag. 91 ont 
été calculées dans la Note 4 1 , num. 4* 5 • 6 • 
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H OT E X LV. 
Pour, comprendre ^article 70, pa$i 92 , il 
faut d'abord relire les Notes 1 j & 1 2 . Cette lefture 
vous convaincra que la demi-circonférencè A D B 
(F^. 59. Vt. 4.): à la demi-bafeBK: :1a coupée 

AD : à l'appliquée DF, donc DF =^. Mais DF 
=:EF — EDrzzj'-^X » (^onc y — î = — » 

donc J/ =:^ H . 

11 faut enfuite former mentalement un triangle 
des différences infiniment petites de AE , de ED 
& de A D ; & l'on verra que la différence de A D 
deviendra la baie d'un triangle reftangle qui aura 
pour fes deux côtés les différences de A K & de ED i 
donc du^ = dx* -i- d^ ; don c du == \ /dx'^ h- i/?'-. 
Ainfi à l'article 70 , ^« ( \/dx'^ + di^ ) fignifie du 
= \/dx^~^di^ , & non pas da x \/dx^ -+- d^. 

lï faiit enfin bien fe convaincre que ï\ du 

= x/dx^ -+- d2'^ , l'on aura du =■ , -...' . .:. - . En 
voici le calcul : i/^* = — 



y icx—^xx- 



2CX XX 

1 , . J . c^dx^ — 2exdx^ ■+■ x'^dx''- ■ , , 

donc dz-^dx = 1- dx 

2CX XX ■ 

& en mettant dx" fous le dénominateur 2cx — xx. 
& ôtant enfuite les quantités qui fe détruifent 

l'on trouvera rfr' -i- dx* = ~ ; donc 

* icx — XX 
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l/Jz^ H-"(ft» :i=: . "^ ■ >■ donc du = . ^ ' » 

Le refte de VarticU 70 n'a befoîn d'aucun éclair— 
dflemçnt particulier. 

C'eft ici que M- Varignon a remarq ué qa'en 
&i£anc ddy ^ <» 1 l'on avoit par là même tcx — **• 
X y^ zcx— xm = c i donc 2« X l/îc* — xjf = XX 
X l/ici'— jfx i donc 2cx^ XX ,• donc 2c = x. 
Il conclue de-là que dày = 00 , n'eft pas une mar- 
que fûre du point de rebroùfîement , puifque la 
roulette allongée n'^eft pas une courbe rebrouffée. 
M- Varignon a raifon, & M- de l'Hôpital n'a pas 
t»rt. Pour les accorder enfemble, il meparoit qu'il 
feut préfenter ainlî la régie générale : ddy= « 
ejl une marque fûre du point de rébrauffèment 1, 
lûrjque ddy = o n'a donné aucune valeur. Mais 
ddy = 00 n'eji pas une marque de rehrouffement , 
Unique ddy =0 a dcmné quelque chofe. Or dans 

le cas préfent ddy = a donné x ^ c h- y ; donc 
âan.s le cas préfent ddy ^ «j peut donner une va- 
leur de X , fans indiquer étendant aucun rehrouf- 
fement dans la roulette allongée. 

NOTE XLï^l 
Avant que de îire ^article 71 , pag. 93 > il 
&udra relire auparavant la Note 1 5 dans la- 
quelle fc trouve expliquée la nature de !a con- 
choid e. - Vous ch ercherez enfuite la différence de 

è-i- K vaa — XX — x^dx — aabdx 

i VOUS trouverez .. _. , -. 

* XX Vaa — ** 
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M. le Marquis de l'Hôpital la fuppofe telle , 
puifqu'il lui afligne pour digërtncc fcctmilc 
,.4t-^i-,..fa»xJ,> Ceft donc ou une 

aax^ — *> Xvaa — xx 

inactention , ou une faute dl^mprelTion qui a fait 
donner'leiigne -4- à un numérateur dont les deux 
termes doivent être afFeftés du figne — . <ïftic 
féconde différence vous donnera l'équation incçm- 
pléte du troifieme degré x' -i-^lxx — 2aab== o. 
Pour mettre cette équation en état d'être calcu- 
lée , vous ferez évanouir le fécond terme ,. en fup> 
pofant par la régie ordinaire x'=-y — h^ & vous 
^ aurez pour votre équation transformée y^ — .jiiy 
H- zfc' — "i-aal. Vous ferez— 3èi=- — f , &-»-2t' 
— zaah^ —qt & vous aurez^' — py — q =0; 
équation du troifieme degré qui fe trouve calcu- 
lée dans tous les Livres élémentaires d'algèbre ', 
& nommément dans 720tre Guide des jeunes Ma- 
thématiciens dans l'étude des leçons élémentaires 
de M, l'Abbé de la Caille , pag. 3 2 fuivantes. ' . 

La féconde manière dont M. le Marquis de 
ï'Hôpit^l réfout le même problème , apprend i 
un Commençant à fe fervir de la iormuXe, yddy 
•= dx* -lir dy*- Les calculs ne demandent qu^n 
peu d'attention , & l'on parvient comme natu- 
rellement à l'équation du 5^ degré 2<' — jf Jç 
- — ahb = 0. Cette équation fe change en eelle-ci> 

^' ■^^^■""1^=^*-^°"^ faites — ^ ==—p , 
«'-' — =^ — ^5 & vousavçz^' — ^— ^ = e. 
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équation du troifieme degré que tout Commen- 
çant fçait réfoudre. 

NOTE ZLriI. 

L'article 72 ifng. 95 a befoin , pour être 
compris , des remarques fuîvantes. 

1°. j' = i + x^/^— ^ ; donc j" =r i x 
^/?Ef+;,xV'ip.MaisxxV^ = 

-I- yax — XX. 

20. Pour trou-ver facilement la différence de 
cette dernière valeur de >* , fouvenez-vous d'à- 

(x,rdquei]/î:^ = K^^', parce 
que le dénominateur x efl: auffi bien afFeâé du 
figne radical , que le numérateur a — x. Souve- 
nez-vous cnfuite que la différence deV^'^* ~ **^ : 

' Vx 

*" lVa6b~b6x 77i ' ^^ ^« ^V^f^ I 

par>:.Réduifezcesdeuxfraâ:ionsàunmêmedénomi- 
nateur , Se ôtez les quantités qui fe détruifent , vous 

— Zaiidx ' . .. ... 

aurez ■- , , le tout divifé par. x. 

Vous aurez donc — ~ ** ^. Mais cette der- 

AxVabbx-^bbxx 
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nierefraâioneftégaleà t -^^=-^ = "~3 ,^ ; 

îbxvax — xx 2xvax — xx 
"X / tt * /i — aJ>àx 

donc la différence de t V eu — ./ ■ — . 

' * zxv ax — XX 

■^°, Ajoutez à cette différence celle de Vax—xxt 
ceft-à-dire — . = j k vous 

3]/iia; — «x 2xyax — XX 

trouverez , aux lignes près , la même chofe que 
M. le Marquis de l'Hôpital , c*eft-à-dire , 
axdx~2 xxdx- aJx ç^ ^,^^ confervant ' 

2X yax — XX 

ces derniers fignes , que vous parviendrez à la 
' féconde différence , telle qu'elle eft marquée dans 
l'Analyfe des Infiniment "Petits. Auffi ne voyons- . 
nous pas pourquoi M. le Marquis de 1 Hôpital n'a 
pas confervé les fignes qui fe préfentoient natu- 
rellement. C'eft ici le lieu de relever une faute qui 
s'efl gliffée dans les deux éditions, & qu'il eft 
difficile de regardei comme une faute d'impret- 
fion. M. le Marquis de l'Hôpital divifa d'abord 
jjiii — aax ~ /\ahx X dx^ par ^ax — 4X' X \^ax — x'; 
& il avertit à la fin de fon Ouvrage qu'il lefalloit 
divifer par ^ax — 4X*. Il ne faut faire ni l'un ni 
l'autre- Le vrai divifeur eft 4^xx — 4x' , parce 
que le quarré de 2x X^ax — xx eft évidemment 
43x' — 4x* , & non pas ^axx — 4X' , comme l'af- 
fure M. Crouzas. Mais la faute que nous relevons 
ici , ne peut conduire dans aucune erreur , puif- 
que c'eft le numérateur de la fraftion que I'or 
iait^=0. Nous aurions pu la corriger dans cette 
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troifieme édition. Mais nous nous fommes fait ùtiâ I 

loi inviolable de ne rien changer au texte de M« | 

le Marquis de l'Hàpital. i 

NOTE XLyill I 

I , / ARTICLE 7î, pag. ^f eft terminé pat une I 
équation du cinquienne degré. L'on h'à qu'à ex- 
primer en chiffres les valeurs de d & de fr j & alore . 
cette équation ne fera pas bien difficile à réfou- ' 
dre. Si l'on fuppofe , par exemple , a = * , 6c ^ 
z= a , l'équation propofée fe changera en celle-' ! 
ci , >' — • 6)^ 4- 1 2)»' — 8y H- I aj/ — i6i=o\ & 
cette équation fe réfoudra par la féconde des tné- , 
thodes que donne M. l'Abbé de la Caille dans 
fes Elémens de Mathématique , pag. 89 & 90 , 
parce que dans cette fuppofîtion y eft ^al à un 
nombre entier joint à une fraâion. 

NOTE XLIX. 
1 ! ARTICLE 74 , pag, 98a befoitt des trois 
éclairciâèmens fu ivants. ^ 

i» FB=' *' ' ^\~^^y^ ; en voici le calcul. 

dy 

A caufe du triangle reÛangle FEB , Fig. ^4. Pî. 
4, l'onaFB^ = EF'-i-EB'i doncFB'= jy-t^ 



iy 

1°. A caulç de l'équationSt la côucbe i l'on auiji 
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^ _ «,iy-nyi^__ ^^ ^^ ^ Téquation à la 

nx my 

courbe donn e m-.nwx ày — ydx:y\fix^ h- ày^\ 
donc my\/dx^-^dy-^ — nxày—nyâx ; donc 

VTx^^;^- =''^^^^~^. Mais y ix-^ày^ 
— 22±: . donc !^ = "^'^-^""-y'^ . 

50. Pour trouver j/ \/mm^^^nn = nx , voici les 
opérations^ qu'it faut faire. 1°. Dtvifez pat dy l'é- 

dyi/mmyy — nnxx ntixxdy — m nyydy 

" nx TVtxy * 

' A/mmyy • — ■ nnxx nnxx — mmyy 

VOUS aurez ?— — ^ ■ — = ■ ^ . 

nx naxy 

a°. Mukipliez cette dernière équation par nx , & 
êtez les quantités qui fe détruifent , vous aurez 

, nnxx — "tnyy , 

y mmyy — nnxx ^ ~ j OonC 



ny 



ny l/mmyy — nnxx ^ nnxx — mmyy ^ àaac 
\/m^n^y^ — n'^x^y^ = nnxx — Ktmyy ; donc 
— n*xy* ■+■ m*ny* = nnxx — mmyy j donc , en 
divifant tout par , b V — m*y* , Von aura — «y 
= »'x' — tny^ i donc y* X ntm — nn=z nnxx ; 

donc J» \/mm. — nn =nx. 

Remarque. Ceux qui nous ont fuivi jufqu'à pré- 
sent , font en état de lire fans guide , à quelques 
points près , les 6 dernières Sections de TAnalyfe 
des Inftniment Petits. Ct font ces quelques points 
que Ton trouv»ra éclaifcis dans les ^ Notes f«i- 
vantes. 
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NOTEZ. 

L/ A Seâion 5« , contient 34 articles. Ceux qui 
le rappellent nos notes 5 , 7 , 1 1 , 1 2 , 1 3 , 24 
& 40 , ne peuvent être arrêtés que dans U leûu- 
re des articles 77 , 79 , 84 , 86 , 87 , 89, 90 , 
93 , loi , 103 , 105 , & 109. Voici l'ejpJica- 
tion de ce qu'il y a de plus dÛGcile dans ces 1 2 
articles. ' 

i**.. L'on alTure fur la fin de l'article ^y que j;. 

'^ dx^.^^^''—yjjy ^°'" "°"™f luette valeur, 
il faut manier fuivaritles régies ordinaires l'équa- 
tion ^ = — 



. dyddy y 

■ 2°. Pour trouver , au commencement de l'arti- 
cle 79 , la valeur de R G ( F/^. 67 , PA 4 ) , l'on 
dira ,MR:mR::raR:RG. 

3».La valeur de PT (F/g. 72. PI. 4) eft en 

général ^. Cette valeur devient ix dans la pa- 
rabole dont il s'agit à l'article 84, parce que dans 
cette parabole l'on ax=i2,&ix= ^^. Dans 
cette même parabole l'on a P Q, = v a , parce 
qu'on a démontré ( article y^ ) que P 0.= ^^. 

'4°. En lifant l'article 86 , l'on pourra deman- 
der commentle font trouvées lesvaleursdeEC , d; 
MS & de TQ. ( F/g. 74 , PI. 4 ). L'on aura la va- 
leur de E G , en imaginant i fuivant la coutume , 
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un triangle infiniment petit dont les delix côtés 
foient àXydy^ii. qui foit équiangle au triangle 
MEC. L'on dira alors dx ■ ify : : M'E : E C . 

Pour avoir la valeur de M S , vous direz , à cau- 
fe de 1-angle droit MTS, MP:PT::PT;PS. 

Enfin pour avoir là valeur de TQ., vous direz, 
à caufe de l'angle droit TMQ, PT : PM : : PM 
: P (1 11 n'eft pas néceffaire d'avertir que PM zr^, 

&PT = 2^. . 

5**. L'article 87 aurait befoirt d'un èclaircîfle- 
m'ent qui eut rapport à la différence féconde de 
>" 5 fi cette différence féconde n'eut pas été cal- 
Culée fur la fin de la 40^. note. Il y a encore fut 
la fin de cet article une phrafe dont le fens ne fs 
préfente pas tout de fuite. La vôici. Ou m ejl 
moindre que 2,0" alors l'expofant de y étant pofi- 
tifi elle Je trouvera dam le numérateur-, &c. Pour 
que cette phrafe & quelques autres fuivantes 
ayent la clarté requife dans les ouvrages de Ma- 
.thématiques , il faut dire : Inappliquée y fe trouve- 
ra dans le numérateur , &c. 

6*. L'ellipfe dont il s'agit a l'article 89 , a 
évidemment pour petit axe ]/!* , parce que fori 
grand axe eft a , & le paramétre de ce grand axe 
eft h. Pour avoir le paramétre de \/ah , il faut dire, 
■j/ai : a : : d : au paramétre du petit axe ,* donc le 

paramétre du petit axe eft ^^ =-^^, ^ "— 

aVab 
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7". Pour trouver, à Tartide 90 , la valeur de 
EC. vous direz d'abord PT (a ) : PM (>):: 

PM (>) : PQ. = ^. Vous direz enfuite PM: VQ. 

::ME:EC. ' 

8°. L'article 9; a befoin des édairciffemens 

fuîvans. i«. Pour trouver du = — -■ ■ ■ ^ ■■ — , il 

faut imaginer proche du point E, Fig. 83. Pi. 5, 
un triangle reâangle infiniment petit , femblak'i 
aa triangle reftangle EPK , dont le côté àx , à'tf- 
férence ^e A P , & la bafe du , différence de l'an 
A£ y foient homologues à EP & ËK. L'on dira 
alors EP ( y^ax — xx : EK ( a) : : ^(x : <:/«. i^. 

Pour trouver dy =dx =— ^ — ^ , l'on a divifé par 

y aa _;ç le numérateur 6c le dénominateur de la 

fraâion ".IZ-!!— j .. 3**. On aura la valeur de B£ 

yiax — xx 

en iaifant BE" = A B* — AE'. 4° Ceft au point 
A qu'on a x = o i & c'eft au point B qu'on trouve 
X = a^' 

9*». Pour comprendre la dernière conféquence 
de l'article 101 , il faut fe rappeller que la por- 
tion de la roulette A M n'eft que la fomme des 
arcs infiniment petits Mm , & que la corde A T 
,n*eft que la fomme des CF. 

10°. On avance, à l'article 105 , que l'efpace 
TlGBaCFig. 87, Vl. 5 ) eftégal àl'efpace MGBÏ 
L'onaraifôn, puifqu'on a démontré dans la figurt 
84 de la même planche que l'arc MR = l'arc KQ.» 
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par la même que l'angle MOK = l'angle ECK. 
Pour uouver , à la fin du même article , 
^^ = zaa -4- 2flfc 4- W » il faut que l'arc M E Q. , 
( F/^. 87 9 P'- 5 ) coupe en 2 parties égales le 
demt-cercle AEB au point E. Alors l'angle EKO 
fera droit ; &en tirant le rayon OE=OQ.=)t, 
Ton aura OE* = EK* -^ OK.* j donc ^^ =l a« -+- aa 
H- 2ah -t- hh i donc ^ = zaa 4- zab -t- hh. 

II*». Pour trouver, à l'article 105, x= |«, 
il faut fe rappeller que xx étant nul vis-à-vis ihx x 
Sx. laa vis-à-vis jai , il refte ihx = ■^àb , & par 
conféquent x = ^ a. Il faut encore fe rappellec 
, qu'en faifant B P ^ ^ A B , l'on &it par là même 
X = î« , parce que BP ^ x , & AB = 2a. 

I *^ Pour peu qu'on réfléchifle fur la figure yt 

citée à l'article 109 » l'on verra que la courbç 

DE eH formée par le développement de la con- 

; vexité. A D j la courbe EF par le développement 

de la convexité AB i 6c la courbe DG parle dé- 

' veloppement de la convexité DC. 

NOTE Ll. 
' 1 L y a dans la fîxieme feâion quelques articles 
' qui nous ont paru mériter quelques éclairciffe- 
ments- Ce font les articles iio, 113,1181 

119, 110, 131, 113 & 125. 

1°. L'angle de réflexion F m D ( Frg. 94- P/. 5 , 
art. 1 10) efl égala l'angle d'incidence BmiM, 
& par conféquent à l'angle R w M. 

2*. L'article 1 1 ; eft un des plus importants du 
Traité des Infiniment Petits. Il fert à démontret 
Za 
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.que l'image d'un objet vu par le moyen d'un mî- 
joir , ne paroit pas toujours au point de concours 
de la cathéte d'incidence 6c du rayon réfléchi i 
cela n'eft exaâement vrai que pour les miroirs 
plans ; pour les autres il fouiFre bien des excep- 
tions. Soit , par exemple , le miroir concave AJWD, 
i Pig--97 » P^' 5 )■ Soient les deux rayons de lu- 
mière infiniment près l'un de l'autre B M , Bw 
envoyés par le point B fur la concavité de ce mi- , 
roir , & réunis au point F après la réflexion. Il eft 
évident que ces deux rayons donneront , après leur 
réflexion y l'image de l'objet B au point F ; s'ils la 
.donnoient ailleurs , par exemple , à leur point de , 
concours avec la cathéte d'incidence , l'on auroit 
deux images de l'objet B i donc &c. Ce que Ton 
peut auancer en général pour toute forte de mi- 
roirs ,. c'el^ que le lieu de l'image eft toujours au 
point F où deux rayons incidents infinimeot pro- 
ches l'un de l'autre BM , Bm viennent fe couper 
après la réflexion. 

■ jOr L'on aflure ( art. 1 1 8 ) que lorfque MF eft 
infini, l'on a: ME= iMB ( F;^, 98 P/. 5 )ou a 
= 2jf. L'on a raifon, La valeur de M F eft ( art- 
i 13 ) = — 2L_. Lorfque MF eft infini , l'on a 

M F := -^ i donc dans ce cas l'on a ly — = 0; 

donc 2y = a. Pouruouver la proportion indiquée 
à la fin de ce même article , il faut dire , la moi- 
tié du grand axe : au rayon incident : : le rayon 
réfléchi : ME. Or par là même que les rayons 
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incident & réfléchi font donnés , le grand axe l'eil 
auffi. Car dans la figure 99 de la planche 5 , ron. 
aAD = BJVI-*-MF; & dans la figure 100 de 
la planche 6 , l'on aAa=iMF — MB, parce 
que les rayons incidens & réfléc^ii font tirés des 
deux foyers à un même point de la courbe ellip- 
tique ou hyperbolique. 

4°. L'article 119 a be foin des éclairciiTemens 
fuivans. L'on demande io.PourquoiMF=:jMG j 
lorfque les rayons incidens PM font perpendicu- 
laires fur l'axe AP , ( Fig. 1 o i' PL 6. ). L'on répond 
que lorfque les rayons incidens PM font perpen- 
diculaires fur l'axe A P , ils font par là même pa- 
rallèles en tr' eux ; & puifqu*àlors l'on n-ea {art. 
115 ) MF=;MGi l'on doit avoir ( arr. w^ )-j 
en faifant la même fuppofîtion , M F = ^ M G, 

L'on demande 2^. Si la conftru£lion abrégée 
dont parle M. lé Marquis de l'Hôpital , eft préfé- 
rable à celle qu'il donne d'abordr- L'on peat-^^è- 
pondre hardiment que non. Cette conftruftion 
n'eft bonne que pour ceux qui voudroient s'épar-» 
gner la peine de chercher le rayon ,de la dévelop^ 
pée de la parabole. Ce rayon fe trouve très-facile- 
ment par l'article 84. ' ■•. 

L'on demande 5"^. Pourquoi , lorfque le rayorv 
réfléchi eft parallèle à l'axe , l'on a MPr=PQ. 
{Fig. lOï.Pl. 6. ). Pour répondre à dette queftion, 
l'on n'a qu'à démontrer que dans la même figure 
l'on a ML = LQ. En-effet l'angle QMA — l'an- 
gle QJWD. puifque ce font les deux angles droîtg. 
formés par le rayon MC de la développée avec la 
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courbe AMD. De plus, l'angle d incidence AML 
eft égal à l'angle de réBéxion NMD i donc l'angle 
reftant LMQ.sft égaU l'angle reftant Q.MN. 
Mais à eau fe des parallèles MK, AOi l'on a 
LQ.M = QMN;doncLMQ.— LClMîdonc 
les angles fur la bafe M Q,ront égaux i donc M.L 
=:LQ.- Pour trouver 4v ^=: ^/a; , il faut imaginer 
au point M un triangle infiniment petit , fembla- 
ble au uiang^eiforcéleMLQ.dont les 2 côtés •i^, 
c?x foient homologues aux deux côtés ML, LQ.. 
s L'on demande 4'». comment y^a—yy divifé 

par / -i-y donne —.' ' "• L'on répond que ''^ ' ~^'^ - 



— 11 n'eft pas néceflai- 



re de faire remarquer que l'on trouve ây* — -t-ydày 
i=zdx* , en maniant fuivant les régies ordinaires 

'V"'°" ^^._'y - _,4 • " neft pas 
plus néceflairc de faire remarquer que l'équation 
^^ = *-a* — juu+^u que l'on trouve fur la fin 
de l'article 119, n'eft pas différente de l'équation 
a^ =r ^ a' — j auu + ^ aau , parce que <i = 1 . 
Ce n'eft que par la loi des homogènes qui érige 
que tous les termes de l'équation ayeni les mêmes 
dimenfîons, que l'on a fait entrer tantôt *» , 8ç 
tantôt aa dans l'équation primitive. 

50. Pour comprendre l'article 120 , on fera 
attention à ce qui fuit. i°- Une perpendiculaire 
tirée du point C fur le rayon M F prolongé ( Fig, 
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lOi , PI. 6) couperoil ce rayon réfléchi dans un 
point où i! ferait égal à la ligne appellée a à l'ar- 
ticle 115, comme il eft aifé de s'en convaincre en 
examinant la figure ^'^ de la planche 5 ; donc une 
perpendiculaire tirée du milieu de M C fur le ra- 
yon réfléchi M F rencoiitrera ce rayon dans un 
, point oh il fera égal à ^ a , c'eft-à-dire , le rencon-^ 
trera au point F ; car M F = ;« , lorfque les ra- 
yons incidens P M font perpendiculaires fur l'axe , 
comme nous venons de le remarquer au »«m. pré- 
cédent de cette note. a°. Si M F = ^ « » Ton aura 
MF=:^ MP, parce que la ligne M P de la figure 
102 repréfente la ligne ME ou la lignes de la fi- 
gure 97. 3*^. Pour fe convaincre que la cauftique 
A F eft triple de M F , il faut fe rappeller que A F 
{art. iio) = PM -¥■ MF. Or P M;= îMF ; 
donc AF= 5MF. 40. Si l'angle ACM ou PCM 
eft de 45*> , l'angle d'incidence PMC fera de 450 ; 
donc l'angle de réflexion CMF fera de 45°. j 
donc Tangle total P M F fera droit , & par con- 
féquent M F fera parallèle à A C 

6^*. On peut demander en Ufant l'article r 2 1 ^ 
pourquoi K D =: j A D ( Fig. 103 , PL 6). Pour 
répondre à cette queftion, oh fera remarquer que 
lorfque AD eft le rayon incident, alors DK eft' 
le rayon-réfléchi. Or de même que M F eft -! AM ' 
de même D K eft 7 A D. On peut encore deman- 
der pourquoi M F eft parallèle à A D , lorfque 
A M eft égal à A C L'on répondra que lorfque . 
A M r=: A C , alors le triangle A C M eft équi- 
lateral ; donc chacun de fcs angles vaut 60 de- 
Z4 
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grés î donc Tangle de réflexion C M F néceflaîre- 
mencégalà l'angle d'incidence AMC, vaudra 
éo degrésidonc les angles alternes ACM , CMF 
feront égaux ; donc les lignes A D > M F feront 
parallèles. 

70. li'article 122 n'a befoin d'aucun commen- 
taire. Il n'en eft pas ainfi de l'article 1 23 - En le 
lîfant, on fe fouviendra d'abord que MG,(F/^. 
J05. PI. 6) eft une partie du rayon de la déve- 
loppée, laquelle partie eft parallèle & égale à NB, 
.& que pour trouver MF = MQ.= PN , il faut 
«naginer une pei*pendiculaire tirée du point G au 
point F , pour avoir le triangle reétangle M F G , 
égal au triangle reÛangle M QG , à caufe du 
côté commun MO & de l'angle de réflexion GMF 
égal à l'angle d'incidence G M P. On fe fouvien- 
dra enfuite que fi le rayon incident PM partoit 
du centre C du cercle ANB , l'on auroit l'angle 
d'incidence PMG de 415 degrés, à caufe du trian- 1 
glç redangîe ifofcéle BPN. On fe fouviendra en^ 
core que » par la nature de la roulette , l'on a L I 1 

s=r AI » & que pour trouver du = — , il faut 
imaginer prés du point 1 un triangle reftangte in- 
finiment petit , femblable au triangle reftangle 
CHI , dont la diférence de A 1 & la différence de 
ÏH feront en proportion avec Cl & IH. L'on aura, 

donc du:dx it^iy : donc du = -r-^- L'on fe fou-r 
viendra enfin que la nature du cercle dqnne AH 
! JH : ; ÏH : HB , ou j^P' =;= j*wf — x^ î donc y^y 
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= ladx — ixdx ; donc — lyày = ^xdx — ladx. 
Les défauts de proportion qui fe trouvent dans la 
figure 105 , fe corrigent d'eux-mêmes, & ne fçau- 
roient induire dans aucune erreur. 

8». L'article r 34 fe préfente de lui-même. Pour 
comprendre facilement l'article 125, il faut relire 
l'article 100 dans lequel GC = jj-:^ M G. A 

l'article r 35 l'on a t = a à caufe de l'égalité des. 
cercles mobile & immobile ; l'on aura donc G G 
= -^ MG , ou GC =: i MG ( F(g. 106. P/. 6 ). 

Les autres articles de la 6'^.- feftion ne font m 
affez intéreffants , ni aflez difficiles pour mériter 
un commentaire. 

N O T E LU 
Dans la feûion /«. M. le Marquis de l'Hôpi- 
tal fe fert du calcul des différences pour trouver 
les cauftiques par réfraûion.- 11 fuppofe que celui 
qui en entreprend la leâure , eft au fait de ce 
qui arrive à la lumière , lorfqu'elle traverfe les ver- 
res convexes & concaves. Nous le fuppoferons 
auffi dans cette note. Ce qui nous engage à fup- 
primer une pareille dilfertation , c'eft que nous, 
avons déjà traité cette matière aux articles de 
notre Diftionnaire de Phyfique qui commencent . 
par les mots Réfraëtion^ Dioptrtque ^ Lunette , Mi-_^ 
CTofcope a Telefcope. Cette note ne roulera donc 
que fur les articles 135,136, r37, I39,I4'> 
ï 42 & 144 i ce font les feuls qui ayent befoin de 
quelques éclairciifements. 
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.1*. Pour comprendre la fin de l'article 15c, 
vous remarquerez ce qui fuit. 1*^. «reft infinie pa.r 
rapport an, loifque m = 0. 2°. L'on a n = o , 
lorfqu'il n'y a point de réfraftion, c*eft-à-dîre , 
lorfque le rayon incident B M ( Ffç. 1 1 1 , P/.. 6 ) 
eft perpendiculaire à la courbe ÂMD- 3<>. Lorfque 
le rayon incident B M eft perpendiculaire à la 
courbe AMD , il doit , aprës avoir traverfé cette 
courbe , fe confMidre avec M C , perpendiculaire 
à A M D. 4<>. Lorfque m eft infinie par rapport à 
» , l'on a M F =( , parce que la formule M F = 



hhmy 



bnty —any- 



devient évidemment MF 



Wmy 



-.1. 



tmy 

a®. M. Je Marquis de l'Hôpital fuppofe que ce- 
lui qui lira l'article 156, a préfent à l'elprit ce 
qui arrive à un rayon de lumière qui paffe obli- 
quement , tantôt d'un milieu plus rare dans un 
milieu plus denfe , tantôt d'un milieu plus den(e 
dans un milieu plus rare. Dans le premier cas 773 
eft plus grand que n ; dans le fécond c'eft n qui 
eft plus grand que m. 

3°. En lifant l'article 1 57 , vous-vous fouvîen- 
drez de ce qui fuit. 1". Lorfque les rayons ïnci- 
dens B M (^ ) font parallèles entr'eux , alors ils 

font infinis ; donc la formule MF = '^ — -- 

my — ny -^ brt 

devient , à caufe du terme infiniment petit + &» , 
MF = -~ , .- t — = — "Z—, a9. Lorfque les droi- 

«V — nv m-~—n * 
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tes a Qcb font înânies , alors les termes bmy , a7jj> 
font nuls par rapport aux termes aan , hhmy , par- 
ce que ceux-ci font des infinis du fécond genre , 
& ceux-là ne font que des infinis du premier genre. 
; 4*. L'article 139 demande, pour être compris» 
les remarques fuivantes. i **. Dans la figure 1 1 5 
DN eft par rapport à BD ce que dans la ngure ni 
M G ( ^ ) ell par rapport à B M. 2^. -La caullique 
entière HFN = AH — DN — f AC. Mais AH 
= 3AC , donc HFN = 5AC — f AC — DN 
= 2AC — îAC — DN= f AC — DN. Mais 
DN* = CD" — CN" = CD* — I CD* , puifque 
par hypothéfe CN = 1CD; doncDN"= AC* 
■ — f Ap ; donc DN* = 1 AC* ; donc DN = 
|/| AC>;doncDN = jAC>/5i donc fi l'on» 
HFN=:|AC — DN, l'on aura par li même 
HFN = |AC — iAC|/5=i^ AC. Tout 
ce calcul fe rapporte à la cauftiquc HFN de la 
figure 1 15. 5". Pour ce qui regarde la cauftique 
H F N de la figure i i 6 , vous trouverez HFN = 
rjz^ AC , en vous rappellant que NK ^ j A C , 
& que la caullique HFN = 2 A C -I- » A K. En effet , 
CK' = CN* — NK*= AC*-NK* = AC* — 
5 AC' = | AC'idoncCK = |/fÂÏ7j doncCK 
= ; AC 1/5. Mais AK= AC — CfC, donc AK 
= AC— iACv/5,doncjAK = |AC-iACl/5 
= lAC— 1AC1/5. Mais la cauûique HFN 
= 2CA-i-iAKjdoncHFN = îAC-(-iAC 
— i AC 1/5 — '; AC — i AC 1/5 = '-."-' AC. 
5". L'article 141 fuppofe que l'on a préfent à 
l'efprit l'article 132. Il fuit de ce deioier article 
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que B M — . BA : LM \:m:n. Mais l'on a dans la 
figure 1 1 8 PM =r BM — BA , & AE = LM ; l'on 
aura donc P M : A E : : m : n. 

. 6". A la fin de l'article 142 , il eft parlé des 
ovales de Defcartes. Cette matière eft traitée dans 
]a feftion féconde du livre 2 de fa Géométrie. Vo- 
yez-en le Commentaire qu'en a fait le P. Rabuc) 
Jéfuite, pdg. r^^o à fiiivantes. 

70. Pour comprendre la bonté de l'équation 

NT H_ FH — - NC = HD - £ D C de l'article 

1 44 , il faut la transformer en celle-ci , FH == HD 

- — NF + - NC — - DC , & fe rappeller enfuite - 

l'équation de l'article 1 3 î , où l'on Ut FH = AU 

— MF-+--BM — -BA. Il faut encore avoir 

en même tems fous les yeux les figures 1 2 1 & 1 1 3 , 
parce que H D eft pour I4 figure 1 2 1 ce qu'eft AH 
pour la figure 112. II eh eft de même de N F, 

— N G , — DC j ils font dans là figure 1 2 1 ce que 
font dans la figure 112 MF , - B M, — B A. 



L 
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A Seftion 8=. contient 1 1 articles qu'il eft 

néceflaire de commenter ; ce font les articles 
147. '48. 151 ,153, 155, 156, 158, 159, 
160, 161 & 162. 
1°. L'article 147 eft très- difficile; enyoici le 
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commentaire. i°. L'équation xx = ^ay — /\yy 
eft un lieu au petit axe A B de la demi-ellipfe 
A M B , Fig- i 22- pi- 7. Ce petit axe a pour pa- 
ramétre 4d , parce que le petit axe : au grand 
axe : : le grand axe : au paramétre du petit axe. 
JL.'équatiori a ce même petit axe eft la îuivantc , - 
AP" : AQ.XBQ.: : le paramétre du petit axe: 
au petit axe-i donc xx : «j/ — jy : : 4a : a ; ce qui 
donne évidemment xx = 44* — ^y- Relifez la 
note s^- »*• Pour trouver A K = — , il faut 

d'abord tirer de l'équation xx = 4<y/ — 4;'^ la 
valeur de axx=8ay — Zyyi il faut ehfuite con- 
clure que eiy =z — — — par là même que xdx =:= 
2.ady — /^dy. Cela fait vous introduirez ces nou- 
velles valeurs dans l'équation AK r - '^^ ^ — — 7—, 
& vous trouverez après un très-grand nombre d'é- 
quations & de transformations AK = — . 5''. La 

parabole qui a pourfommet le point A eft afymp- 
tocique de celle qui palTe par tous les points C , 
parce que toutes ces paraboles ont , avec le-même 
paramétre 4AB , différents fomtnets fur le même 
axe i donc leurs différentes branches s'approche- 
ront continuellement > fans pouvoir jamais fe tou- 
cher. 

.2°. L'article 148 ne demande que cette feule 
remarque : l'on trouvera PQ.( F/g'. 125. P/. /• ) = 
^ , en imaginant au poii^t M un triangle infini- 
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ment petit , femblable au triangle MFQ.dont teà 
deux côtés dx , djf feront homologues à PM , PO^ 
Il n'eft pas néceffaire d'aveair que dans ce même 
article l'on aPC* = KC* -«- PK.* par la47^. propo* 
jition du livre i des élémens d'£ucUde, & non pas 
par la propriété'du cercle. 

3**. M. le Marquis de l'Hôpital a fuppofé dans 
fon article 1 5 1 que l'on avoit prêtent à l'efprit . 
l'article 11. 

40. A l'article 1 5 2 l'on a AT ( Fig. 1 25. P/. 7 ) 

:^ — , parce que Ton a évidemment AP : A M : : 
AM:AT,oux:<j::<j: AT = — . Mais (ar/. ■ 
1 5 o ) AT : AP : : AP : AK , ou ^ : X : : X : AK; 

donc AK = — L'équation que l'on trouve à la 

fin de cet article prouve que la courbe BC D efl 
une courbe du troifteme genre- M. Varignon cil 
parvenu d'une manière plus fimple à une équa- 
tion qui prouve la même vérité. Voici comment 

il raifonne : Puifque QC = — , l'on aura CF=a 
— ^.AinfiQPCa): aA (;'):: CP(fl — ^ ) 

: CK.(^); àonc a^ = ~ — ^^iAoncaax=aaj: 

— r xxy donc a*^* = ay^ — ia'^x^^ -hxV*- 
Mais le cercle BMD donne AP x PT = PM% ou , 
«' - x' =y i donca*^' =r d* — jaV •+■ ^a*x* - x\ 

donc l/.i47* = a' • — x'. Mais a ;= — , donc x' 
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rs'iMU , donc X = yâ^ ; donc xx = V'a4uu ; 

j î , ' . 

donc yn^i^ = a' — l/^tu» i donc » V«-{' = 

«a - a y/^'- -, donc V'^ = a — K ^ i donc 
l'équation de la courbe BCD prouve que c'eft ici 
une courbe du troilieme genre. 

5". La propofition énoncée par l'article 1 4 5 eil 
démontrée dans tous les Traités de Méchanique , 
& nommément dans celui de M. l'Abbé de la 
Caille, art. 364 , pag, 115. 

6°. Le mot fijquialtere pourroit embarraffer un 
Commençant. Etre fefquialtere , c'eft avoir la 
moitié en fus i a fera fefquialtere de l , fi l'on {«"^ 
- dire , a = 1 i. Si la portion ND de la courbe DNF 
( Fig. 1 2 5 . P/. 7. ) étant multipliée par le rayon AB 
eft fefquialtere du fegment circulaire D M P , il 
s'enfuit que la courbe entière DNF eft égale aux 
trois quarts de BMD . quatrième partie de 1» 
circonférence du cercle. En voici la démonftra- 
tion , elle eft de M. Crouzas. DNF x AB eft trois 
moitié de l'efpace BADMB. Mais l'efpace 

BADMB = ABx2.^,donc DNFxAB 

= jABx^^=J ABDMBidonc DNF 

= J D M B. Ces deux remarques ont été nécelTai- 
res pour l'intelligence de l'article 156. 

7». L'article 158 préfente deuï points qu'il 
faut néceffairement expliquer. 1 **. Pour fuivre M. 
le Marquis de, l'Hôpital , lorfqu'il parle de la 
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diffircnce de "^~ "^ — ^j il faut fe rappelle 

Vaa-x* 

qu'après avoir cherché cette différence par les ré- 
gies ordinaires , il parvient à une fraftion dont i. 
fait le numérateur = o. a". Après avoir trouvé 

p le = "'"^""^ , il faudra chercher MC C P^S- 



dra fe fouvenir que NK=PK— PN = 

m^ -t-iamx m^ -h mmx ^ aam ,i r i 

m =■ . It laudra 

aa aa 

faire enfuite la proportion fuivante ; P N ( tw ) ; 

é un^ ~+-ammx — a^m mm •+■ mx — aa «,;. lyr r\ 

aant ' a 

= MN+NC = «+^îï::^^î^iîî=^^idonc MC 



■ go. Prenez garde , en lifant l'article 159, que 
les lignes LM , Im ( Fig. 1 28. PA 7 ) peuvent être 
confidérées comme parallèles, parce qu'elles for- 
ment un angle infiniment petit. Il en eft de même 
de plufieurs autres lignes qui fe trouvent dans 
cette figure. 

9°. L'on aura la valeur de MC énoncée dans 
l'article 1 60 , en difant m + m : m : : M Ch- C N 
(fl):MC. 

10'^. Avant que de lire l'article 161 du Traité 

des 
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des Infiniment Petits , il ne feroit pas mal de lire 
les articles 155 & 156 du Traité des Seûions co- 
niques de M. le Marquis de l'Hôpital. 

1 1°. Dans l'article l6î l'on ne peut pis tirer 
MD paraliaeà LN (F/g. 128. P/.7. )fansavoi« 
M b : M L : : EF : EG; ett voici la pftuve Si les 
lignes M D & L N foiit parallèles , l'on aura l'an- 
gle MDL égal à fon alterne ELO. Cela fuppofé , 
voici comment je raifonne : EF ; E G : : le £nus 
de Tangle ELF : au fmus de l'angle ELG. Mais 
M D : M L : : le finus de l'angle DLM , 00 ELF :- 
au fînus de l'angle MDL ou £LG,' donc fi MD 
& LN font parallèles , l'on auraSW D : M L : •• 
- ËF : EG ! : %* : nccf— ccfh { donc MD : ML 
(i) ! ; hhgh '. accf-ccfki doncMD-- ^£é^k 
donc par là même que M D fera parallèle à LK J 
l'on aura MD = ;;^és7Â- 



IfOTl: Liy. 

1 , A plupart des articles de la feftion heuvîeine 
que nous> avons éclaircis 5 ne pouvoient gùéres fe 
pafl'er- de commentaire. Le Lefteur n'en fera que 
trop convaincu , en jettant les yeux fur les ttumétu 
6 j 8 , 9 & 10 de cette note. 
•lo. L'équation que donne la fuppofition de 

l'article 163 eft PM = ^ (%. 130. pi. 7).I1 
s'enfuit de là que lotfque M. le Marquis de l'Hô- 
■ ' ' ' Aa ' 
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AB x PN 
pitaî dit que PM =r p^' , il prend évidem- 
ment la confiante A B pour l'unJté. 

2°. Dans les articles 164 & 165 M. le Mar- 
quis de l'Hôpital différencie le numérateur de 
chaque fraftion , en le cqnfîdérant non pas com- 
me numérateur , mais comme Une quantité ifo- 
lée. Il tient la même conduite vis-à-vis le déno- 
minateur. \^ - ■ 

5<'. Four comprendre la fin de l'article i^^, 
il &ut relire la fin de l'article 89- 

40. C'eft par l'article 170 que Ton fait à l'ar- 
ticle 171 y^^. 

5">. La proportion de l'article 178 n'eft bonne, 
qiie parce qu'on confidére l'arc infiniment petit 
M OT ;( fig. 135, J 5 6 , pi- 7 ) comme la mefure 
de l'angle' MGot. Or on a droit de le confidé- 
rer ainfi , puïfqu'il feroit confondu avec un arc 
dc^cçrclç infiniment petit Mw qui auroit pour 
rayon G M, pour centre le point G , & qui pat 
là même feroit la mefure de l'angle M G »7. 
r 6^, L'on a 5 à larticle i8o , MIxMG = j 
BM X MN , ( fig. 1^6. pi. 7 ) parce qu'il eftl 
démontré dans tous les élémens de Géométrie 1 
que, deux lignes qui fe coupent dans un cercle, 
fe coupent en raifon réciproque. . 
■ S'il s'agit de prouver dans ce même. article 
qu'au point d'inflexion F , la ligne MR ell plus 
grande que la ligne M G > il f audra d' abord fup- 

pofcr pour un moment que y ^^T^" —'^aA-cci 
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Cet ce fuppofition vous donnera a =^ c , ou KN 
== K M i ce qui eft impoffible. Il faudra enfuite 

fuppofer que y^ '"'l~\'' *ft P^s grande que 
X/'aa — £c i cette féconde fuppofition donnera. e 
plus grand que a , ou K M plus grand que K N ^ 
ce qui eft encore impoflïblei donc au point d'in- 
flexion F l'on aura M G moindre que MR- Enfiiî 
l'on ne peut pas fuppofer , ainfi qu'on l'aflùre fur 

la fin de l'article 1 80 » que 1/ "-^^—J- ^o>t plus 

grand que a — c , fans avoir K M ( c ) plus grand 

que. — — . La preuve en eft renfermée dans le 

calcul fuivant. 11 n'eft pas néceffaire d'avertir que 
le ligne > fignifie plus grand. 



yi 



a — c par hypothéfe- 



a.ft~\~ b - . 

aah — hcc > la^ — ^ac'^tacc+aab- zalc-h-lcc 
"> 2a' — ^aàc -^ lacc ■^- lahc ■+■ 2hcc. 
Cette dernière équation fignifie que les quantités 
4flflc & 2ahc afFeftées du figne — furpaflent les 
quantités la^ , 2ace Qi 2hcc affeâées du figne -t-. 
Reprenons ce calcul. 

^aac ■+■ lahc > zà' -+■ làce + 2ècc "' 
2aac -^r ahc \,> a' -^'aec- -^-bcc 
. aac -h' abç ■ > «a* -^ aac -^ ace -t-hçc 
aac -f- abc — ace — hcc > a' — aae* 
Diytfons ces deux quantités p^r a + 6 , nous auront 
A a a 
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aa 

tf-i-6 

Ponc fl l'an fMppqfe y "'^^~^l' plus grand qm 
« — c , l'on trouvera ç plus grand que "" , 

7°. L'on peut demander en lifant l'article i Si, 
pourquoi GMm^-MGg (fig. v j^. pi. 7 ) — 

îiii^MGê +"*-*'"' -"KG g: L-onrÈ 
pondr» que GMm-hMGg=^i^-j-^KGg -t- 



M Gî * i^ti-iLfi^lîf K Gg = îq;^ MG« 



-.|MQgH 2^^^, — r, KG«) parce quj 



, J.:;= i , & queMGg= iMGg, Mais : — ^ 

JrtGï+j-MG« = îi^MG.g,'donc&c. 

■ 8». L'article 18; préfente une autre folutic»! 
4h problème de l'article 182. Il fe comprend à lai 
premiete ledture , Jorfqu*on fe rappçlle que , pari 
h propriété du cercle , P E" (%■ Î40- p'- 7 ) = ' 
A?x?y=2m — m; » que pM(^) = g 

(sri, 171), = S, devient parlîl xe^m ^, 
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p»rcéque OB(t):KB(«)::KB(»>:AJ(, 
{ c ) ,• donc 83 ^ ic ,• donc 6 l'on a E M = 

<^M-o,auraEM=^f. 

L'on aflùre à la fin du même article i8; que 
par même que l'efpace A E H = au reftanglo 
P Q. , moins le double de l'elpace circulaire APE , 
l'on aura AEH = PExKA-(-KPxAE. Le 
calcul fuivaot va mettre cette vérité dans tout 
fon jour, 

Je nomme AK,a; KP.ijPE, ei EH, 
DU l'arc A E, ^- Cela fait , voici com m ent je rai- 
fonne ; le reftan gle PQ.= aK-i-KpxPIS +tH 

L'efpace circulaire APE = AKx;AE+KP 

XiPE = — +— i donc iA?E = ad + lc ; 

donc le reéiangle PQ. — 2APE =: ac-^hc-^aâ 
+ bd — ad — l!ç = ac-\-ld. Mais PE xAK-)r 
K P X A E = «f+ W. Donc fi l'efpace A E H eft 
égal au reftangle P Q , moins le double de l'efpa- 
ce circulaire A P E , il fera par là même égal à 
PE X K A + K P X A E. L'on a fuppofé dans ce 
calcul que le point P tomboit au deflôus de K ; 
car lorfquHl tombe au delTus, l'on i AEH = 
PExKA — KPxAE. 

9°. Pour comprendre l'article 1 85 , voici ce 
qu'il faut fe rappellei. i". L'efpace AEM == 

'—^ PÎTKa + '■'^ -iti'xAk . Mais KP 

sKV— VP=» — « doac — K.P=f— Bi 
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donc — T KPxAE = j^ X 

AE. 2<'.LefeaearAKE = ^x AE = | X 
AE. 3». L'efpice AEM-t-Ie feûeur AK.E = 



4^ .-»»»-.- j^ 

+ - y. AE i donc l'on aura refpace AEM 



te 
h bec 



AE. 4". On ne 
peut pas faire dans, ce même article 185, « = 
'"""'^"■''t'" fans faire 2«<.» + 2A = m-^t 
4- itfic -f- bcc^ & par conféquent fans rendre nuAle 
U valeur '^'^-*-»'^^-^^^-''''^"-''^" A Et 

aie 
10*. Le dernier article de la neuvième feftion , 
c*eft-à-dire, l'article 1 86 préfente quelques diffi- 
cultés que nous allons édaircir en peu de mots. 
I*. Si'jv = |/i,îfl, l'on aura xx = ; aa , Se %xx 
= aa ; donc en faifant x = i/^ aa , le dénomina- 
teur dé la fta^on ^~:^=== deviendrai, ce 

Vîxx- — aa 

qui fift.oine marque de l'infini. î°. Lorfque le 
point M (Ffg. 141. PI. 7. ) tombe en D , l'on a 

AM =='A.D a ouar=ai dopc Ton a — -— = 
(-=• -j^ =:'^'i «. 3«. Pour tirer de l'équation y* 
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:= X* -*- aaxx — M la valeut de D D ou î A D 
(F;^. 142. P/.7), M. le Marquis de l'Hôpital a 
faitPM:=o . parce que dans cette iuppormoa 
Ton a A D = X. Il a enfuit© cherché la valeur d« 
X , en maniant fuivant les régies ordinaires , l'é- 
quation x** -»- aaxx — M = fl j & il a trouvé x = 
1/' — laa-^î y/a'^ ■+■ 4*'» « & , par Conféquent 
3 A D ou 2x = ^ -- 2aa + 2 l/a* -i- 4^+- 

NOTE Ly. 
\ i A dixième feâion eft fans contredit la moins 
importante de toutes. EI!e n'apprend que ce que 
fçavent tous les Mathématiciens , c'eft-à-dïrc , 
que par lé calcul des différences on réfout bçau- 
co'up plus facilement que par toute autre métho- 
de , les problèmes propofés dans les neuf feâions 
précédentes. Pour fe convaincre de cette vérité, 
il ne fera pas néceflaire de lire les 22 articles <^\ 
compofent la dixième feâion ; on pourra fe con- 
tenter de ta leâure de {'article 208 j on verra 
combien compliquée eil l'équation que donnent 
les méthodes qui ne font pas fondées fur le cal- 
cul différentiel , dont M. le Marquis de l'Hôpî- 
,tal nous a donné les régies avec autatû de clar- 
té , que de précifion dans fon Analyje des Infini' 
ment Petits. 
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